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Lời cảm ơn

Luận án này được thực hiện và hoàn thành dưới sự hướng dẫn, giúp đỡ tận tình của PGS. TS. Đinh
Thanh Đức, TS. Đinh Trung Hoà và nhiều người khác trong suốt những năm tôi là nghiên cứu sinh tại
Trường Đại học Quy Nhơn. Nhân dịp này, tôi muốn bày tỏ lòng biết ơn đến những người đã giúp đỡ tôi.

Đầu tiên, tôi trân trọng bày tỏ lòng biết ơn chân thành đến PGS. TS. Đinh Thanh Đức, thầy đã dành
nhiều thời gian quý báu để trao đổi với tôi về các vấn đề toán học, tìm và gửi cho tôi các tài liệu tham
khảo liên quan đến vấn đề nghiên cứu của tôi. Mặc dù bận rộn nhiều với công việc quản lý, nhưng thầy
rất cố gắng và nhiệt tình thu xếp thời gian để tôi có được sự thoải mái và làm việc hiệu quả tại Trường
Đại học Quy Nhơn. Nếu không có sự hỗ trợ nhiệt tình của thầy, tôi khó có thể hoàn thành được luận án
của mình.

Tôi muốn bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc nhất đến TS. Đinh Trung Hoà, người thầy, người bạn, và là
người đồng hành rất kiên trì, luôn động viên tôi trong hành trình làm nghiên cứu sinh. Thầy là một người
rất năng động và thân thiện, đồng thời cũng rất nghiêm túc trong việc nghiên cứu khoa học. Thầy đã tạo
cơ hội cho tôi tham dự các hội thảo và tiếp xúc với các nhà nghiên cứu giỏi trong cùng lĩnh vực nghiên
cứu, tạo động lực và sự say mê làm việc cho tôi.

Lời cảm ơn chân thành gửi đến giáo sự Hiroyuki Osaka, Trường Đại học Ritsumeikan, Nhật Bản, cũng
là đồng tác giả trong bài báo đầu tiên của tôi, đã hỗ trợ và giúp tôi có được cơ hội tham dự và báo cáo tại
hội thảo quốc tế tổ chức tại Trường Đại học Ritsumeikan, là một trong những động lực đầu tiên khuyến
khích tôi trên con đường nghiên cứu.

Lời cảm ơn đặc biệt đến các giảng viên khoa Toán, Trường Đại học Quy Nhơn. Cảm ơn các thầy cô
đã rất gần gũi và nhiệt tình giúp đỡ tôi trong chuyên môn, tạo điều kiện tốt nhất cho một nghiên cứu
sinh xa nhà như tôi. Cảm ơn thành phố biển Quy Nhơn hiền hoà và thân thiện, đã giúp tôi có được sự
thoải mái và vui tươi trong suốt thời gian học tập tại đây.

Tôi xin cảm ơn ban lãnh đạo và các thầy cô Trường Đại học Tài chính - Marketing, đặc biệt các thầy
cô Bộ môn Toán - Thống kê, đã tạo điều kiện thuận lợi cho tôi hoàn thành nghiên cứu sinh.

Cảm ơn tất cả những người bạn nghiên cứu sinh ở Trường Đại học Quy Nhơn, đặc biệt người em gái
Dư Thị Hoà Bình đến từ miền Bắc xa xôi, đã hỗ trợ và giúp đỡ trong quá trình tôi học nghiên cứu sinh.

Sau cùng nhưng có ý nghĩa nhất, tôi muốn cảm ơn gia đình tôi đã luôn bên cạnh tôi, khuyến khích,
hỗ trợ và giúp đỡ tôi. Cảm ơn mẹ đã luôn ủng hộ con trong mọi quyết định, luôn bên con những lúc con
đau ốm. Cảm ơn chồng đã luôn san sẻ mọi khó khăn với em. Và lời cảm ơn đặc biệt nhất dành cho thiên
thần nhỏ của tôi, cảm ơn con đã đến với mẹ. Luận án này là món quà mẹ dành cho con.

Bình Định, 2018

Võ Thị Bích Khuê
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Bảng ký hiệu

Mn : Không gian các ma trận phức cấp n
H : Không gian Hilbert
B(H) : Đại số các toán tử tuyến tính trên không gian Hilbert H
In, On : Ma trận đơn vị và ma trận không tương ứng
〈x, y〉 : Tích vô hướng của các véctơ x và y
Cn : Không gian tuyến tính của các bộ n số phức
A∗ : Chuyển vị liên hợp của ma trận A
Hn : Tập tất cả các ma trận Hermiteian cấp n
H+
n : Tập tất cả các ma trận nửa xác định dương

Pn : Tập tất cả các ma trận xác định dương
|A| : Ma trận nửa xác định dương (A∗A)1/2

λ(A) : Giá trị riêng của ma trận A
σ(A) : Phổ của ma trận A
s(A) : Tập các giá trị kỳ dị của ma trận A
||A|| : Chuẩn toán tử của ma trận A
|||A||| : Chuẩn bất biến của ma trận A
x ≺ y : x được làm lớn bởi y
x ≺w y : x được làm lớn yếu bởi y
A]tB : Trung bình nhân có trọng số t của hai ma trận A và B
A]B : Trung bình nhân của hai ma trận A và B
A∇B : Trung bình cộng của hai ma trận A và B
A!B : Trung bình điều hoà của hai ma trận A và B
A : B : Tổng song song của ma trận A và B
Mp(A,B, t) : Trung bình luỹ thừa của A và B
opgx(p, h,K) : Lớp các hàm (p, h)-lồi toán tử trên K
A+, A− : Phần dương và phần âm tương ứng của ma trận A.
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Lời giới thiệu

Ngày nay, tầm quan trọng của lý thuyết ma trận được biết đến trong nhiều lĩnh vực về kỹ thuật, xác
suất thống kê, thông tin lượng tử, giải tích số, sinh học và khoa học xã hội. Đặc biệt, các ma trận xác
định dương xuất hiện như các điểm dữ liệu trong sự khác nhau đa dạng của các cài đặt: các ma trận hiệp
phương sai trong thống kê [20], các yếu tố của không gian tìm kiếm trong lập trình lồi và nửa xác định
dương [1] và các ma trận trù mật trong thông tin lượng tử [72].

Trong vài thập kỷ qua, giải tích ma trận trở thành một chủ đề độc lập trong toán học bởi một số
lượng lớn các ứng dụng của nó [5, 7, 17, 24, 25, 26, 27, 34, 41, 46, 85]. Chủ đề về giải tích ma trận được
thảo luận trên đại số các ma trận, hoặc tương đương, đại số của các toán tử tuyến tính trong không gian
Hilbert hữu hạn chiều. Đại số các toán tử tuyến tính trên không gian Hilbert hữu hạn chiều đẳng cấu với
đại số ma trận có số chiều bằng với số chiều của không gian Hilbert tương ứng. Một trong các công cụ
chính trong giải tích ma trận là định lý phổ trong trường hợp hữu hạn chiều. Khá nhiều kết quả trong
giải tích ma trận có thể chuyển sang cho các toán tử tuyến tính mà không gặp khó khăn. Đồng thời,
nhiều kết quả quan trọng trước đây cho ma trận không còn đúng cho các toán tử trong không gian vô
hạn chiều. Gần đây, nhiều lĩnh vực của giải tích ma trận được nghiên cứu kỹ lưỡng như lý thuyết về các
hàm đơn điệu ma trận và hàm lồi ma trận, lý thuyết về trung bình ma trận, lý thuyết phân hoá trong
thông tin lượng tử,... Đặc biệt, cộng đồng vật lý và toán học chú ý nhiều hơn về các chủ đề bất đẳng thức
ma trận và các hàm ma trận vì tính ứng dụng hữu ích của chúng trong các lĩnh vực khác nhau của toán
học cũng như của vật lý.

Năm 1930, von Neumann đã giới thiệu một hệ các tiên đề toán học của cơ học lượng tử như sau:

(i) Mỗi hệ lượng tử hữu hạn chiều gồm n phần tử được liên kết với một không gian Hilbert 2n chiều;

(ii) Mỗi đại lượng quan sát được trong một hệ lượng tử tương ứng với một ma trận Hermite có cùng
kích thước;

(iii) Mỗi trạng thái lượng tử được liên kết với một ma trận trù mật (là ma trận nửa xác định dương
có vết bằng 1).

Do đó, lý thuyết ma trận, giải tích ma trận và lý thuyết toán tử trở thành nền tảng của cơ học lượng
tử, một số vấn đề trong cơ học lượng tử có thể được diễn giải theo cách khác bằng ngôn ngữ ma trận.
Mặt khác, trong những thập kỷ gần đây cùng với sự phát triển mạnh mẽ của lý thuyết thông tin lượng
tử, giải tích ma trận trở nên phổ biến và quan trọng hơn.

Nhắc lại rằng nếu λ1, λ2, · · · , λk là các giá trị riêng của một ma trận Hermite A thì A có thể được
biểu diễn dưới dạng

A =
k∑
j=1

λjPj ,

với Pj là phép chiếu trực giao trên không gian con sinh ra bởi các véc tơ riêng tương ứng với giá trị riêng
λj . Và với mỗi hàm f được xác định tại λi, ma trận f(A) được định nghĩa theo định lý phổ

f(A) =

k∑
j=1

f(λj)Pj . (0.0.1)

Trong lý thuyết lượng tử, hầu hết các đại lượng lượng tử quan trọng được định nghĩa với vết Tr kinh
điển. Một đại lượng quan trọng là entropy lượng tử. Entropy lượng tử của một ma trận trù mật A là giá

1



trị
−Tr(A log(A)),

với ma trận log(A) được xác định bởi (0.0.1).

Nhận xét rằng hàm log t là đơn điệu ma trận trên (0,∞), trong khi hàm t log t là lồi ma trận trên
(0,∞). Nhắc lại rằng một hàm f là đơn điệu toán tử trên (0,∞) khi và chỉ khi tf(t) là lồi toán tử trên
(0,∞). Hàm đơn điệu toán tử lần đầu tiên được K. Loewner nghiên cứu trong bài báo [66] của ông năm
1930. Trong cùng thập kỷ, F. Krauss đã giới thiệu hàm lồi toán tử trong [60]. Ngày nay, lý thuyết về
các hàm như vậy được nghiên cứu mạnh và trở thành một chủ đề quan trọng trong lý thuyết ma trận vì
những ứng dụng rộng lớn của chúng trong lý thuyết ma trận cũng như trong lý thuyết lượng tử [72].

Một hàm liên tục f xác định trên K ⊂ R được gọi là:

• đơn điệu ma trận cấp n nếu với mọi ma trận Hermite A và B cấp n có phổ trong K thì

A ≤ B =⇒ f(A) ≤ f(B).

• lồi ma trận cấp n nếu với mọi ma trận Hermite A và B cấp n có phổ trong K thì

f(λA+ (1− λ)B) ≤ λf(A) + (1− λ)f(B).

Nếu hàm f là đơn điệu ma trận (hay lồi ma trận) với ma trận các cấp thì gọi là đơn điệu toán tử (hay
lồi toán tử tương ứng).

Một trong các ví dụ rất quan trọng của hàm đơn điệu toán tử và lồi toán tử là f(t) = ts. Loewner đã
chứng minh rằng hàm này là đơn điệu toán tử trên R+ khi và chỉ khi luỹ thừa s ∈ [0, 1], và f là lồi toán
tử trên (0,∞) khi và chỉ khi s ∈ [−1, 0] ∪ [1, 2].

Bây giờ chúng tôi sẽ đề cập đến lý thuyết trung bình vô hướng, lý thuyết này đã cho chúng tôi những
gợi ý đầu tiên cho các nghiên cứu trong luận án này.

Một trung bình M của hai số không âm là một hàm từ R+ × R+ đến R+ sao cho:

1) M(x, x) = x, với mọi x ∈ R+;

2) M(x, y) = M(y, x), với mọi x, y ∈ R+;

3) Nếu x < y, thì x < M(x, y) < y;

4) Nếu x < x0 và y < y0, thì M(x, y) < M(x0, y0);

5) M(x, y) liên tục;

6) M(tx, ty) = tM(x, y) với t, x, y ∈ R+.

Một hàm hai biến M(x, y) thoả 6) có thể rút gọn thành hàm một biến f(x) := M(1, x). Cụ thể,
M(x, y) nhận được từ f bởi công thức M(x, y) = xf(x−1y). Chú ý rằng hàm f tương ứng với M là tăng
đơn điệu trên R+. Mối quan hệ này hình thành nên một tương ứng 1-1 giữa các trung bình và hàm tăng
đơn điệu trên R+.

Trong vài thập kỷ gần đây, xuất hiện sự quan tâm mới trong việc phát triển các lý thuyết về trung
bình của các phần tử trong tập H+

n các ma trận nửa xác định dương trong đại số Mn. Từ một nghiên cứu
về các kết nối mạch điện, Anderson và Duffin [3] giới thiệu một phép toán hai ngôi A : B, gọi là phép
cộng song song cho cặp các ma trận nửa xác định dương. Tiếp theo đó, Anderson và Trapp [4] mở rộng
khái niệm này cho các toán tử tuyến tính dương trên một không gian Hilbert và chứng minh sự quan
trọng của nó trong lý thuyết toán tử. Bên cạnh đó, vấn đề tìm trung bình nhân ma trận đã tồn tại khá
lâu vì tích của hai ma trận nửa xác định dương không luôn là ma trận nửa xác định dương. Năm 1975,
Pusz và Woronowicz [79] giải quyết vấn đề này và chứng minh rằng A]B := A1/2(A−1/2BA−1/2)1/2A1/2
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- trung bình nhận của hai ma trận xác định dương A và B - là nghiệm duy nhất của phương trình ma
trận Riccati

XA−1X = B.

Năm 1980, Ando và Kubo [61] phát triển một lý thuyết về các trung bình toán tử trên H+
n . Một phép

toán hai ngôi σ trên lớp các toán tử dương, (A,B) 7→ AσB, được gọi là phép nối nếu nó thỏa mãn các
điều kiện sau:

(i) Tính đơn điệu: A ≤ C và B ≤ D thì AσB ≤ CσD;

(ii) Tính chuyển đổi: C∗(AσB)C ≤ (C∗AC)σ(C∗BC);

(iii) Tính liên tục: Am ↓ A và Bm ↓ B thì AmσBm ↓ AσB (Am ↓ A có nghĩa rằng dãy Am hội tụ mạnh
theo chuẩn đến A).

Một trung bình σ là một phép nối thoả mãn điều kiện chuẩn hoá:

(iv) IσI = I (với I là phần tử đơn vị của Mn).

Kết quả chính trong lý thuyết Kubo-Ando là chứng minh sự tồn tại của một đẳng cấu afin từ lớp các
trung bình toán tử vào lớp các hàm đơn điệu toán tử dương trên R+ và được miêu tả bởi công thức

AσfB = A1/2f(A−1/2BA−1/2)A1/2.

Công thức này lần nữa xác định trung bình nhân theo Pusz và Woronowicz được định nghĩa một cách
tự nhiên tương ứng với hàm đơn điệu toán tử f(t) = t1/2. Một trung bình σ được gọi là đối xứng nếu
AσB = BσA với mọi ma trận dương A và B. Hoặc tương đương, hàm biểu diễn f của một trung bình
đối xứng thoả f(t) = tf(t−1), t ∈ (0,∞).

Sau đó, Morozoca va Chentsov[69] nghiên cứu các tích trong đơn điệu theo các ánh xạ ngẫu nhiên trên
không gian các ma trận và các metric đơn điệu trong lý thuyết lượng tử. Năm 1996, Petz[78] chứng minh
rằng có một sự tương ứng giữa các metric đơn điệu và các trung bình toán tử theo nghĩa Kubo-Ando, và
do đó, kết nối ba lý thuyết quan trọng trong lý thuyết thông tin lượng tử và giải tích ma trận.

Lưu ý rằng, cùng với entropy lượng tử của các trạng thái lượng tử, nhiều đại lượng lượng tử quan
trọng khác được định nghĩa với trung bình toán tử, các hàm lồi toán tử và vết kinh điển.

Ví dụ 0.0.1. Cho hai ma trận trù mật A và B, entropy tương đối lượng tử [20] của A đối với B được
định nghĩa

S(A||B) = −Tr(A(logA− logB)).

Biên Chernoff lượng tử [10] trong lý thuyết kiểm nghiệm giả thiết được cho bởi biểu thức sau: Cho
các ma trận nửa xác định dương A,B,

Q(A,B) = min
0≤s≤1

{Tr(AsB1−s)}.

Một trong các đại lượng quan trọng trong lý thuyết lượng tử là sự phân kỳ Renyi [20]: Với α ∈
(0, 1) ∪ (1,∞),

Dα(A||B) =
1

α− 1
log

Tr(AsB1−s)

Tr(A)
, D1 =

Tr(A(logA− logB))

Tr(A)
.

Tất cả các đại lượng được liệt kê ở trên là các trường hợp đặc biệt của f -phân kỳ lượng tử trong lý
thuyết lượng tử với f là hàm lồi toán tử [45]. Vì vậy, lý thuyết về hàm ma trận là phần quan trọng trong
giải tích ma trận cũng như của lý thuyết thông tin lượng tử.

Bây giờ cho σ và τ là các trung bình toán tử tuỳ ý (không nhất thiết là trung bình theo nghĩa
Kubo-Ando [61]). Chúng tôi giới thiệu một tiếp cận chung về tính lồi toán tử như sau.
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Một hàm lồi liên tục không âm f xác định trên R+ được gọi là στ -lồi nếu với mọi ma trận xác định
dương A và B,

f(AσB) ≤ f(A)τf(B). (0.0.4)

Khi σ và τ là các trung bình cộng, hàm f thoả bất đẳng thức trên là lồi toán tử. Khi σ là trung bình
cộng và τ là trung bình nhân, hàm f thoả (0.0.4) được gọi là log-lồi. Các hàm như vậy được mô tả đầy
đủ bởi Hiai và Ando trong [11] như các hàm toán tử đơn điệu giảm.

Trung bình luỹ thừa ma trận của các ma trận nửa xác định dương A và B lần đầu tiên được nghiên
cứu bởi Bhagwat và Subramanian [15] như sau

Mp(A,B, t) = (tAp + (1− t)Bp)1/p , for p ∈ R.

Trung bình luỹ thừa ma trận Mp(A,B, t) là trung bình Kubo-Ando khi và chỉ khi p = ±1. Tuy nhiên,
trung bình luỹ thừa với p > 1 có nhiều ứng dụng quan trọng trong vật lý toán và trong lý thuyết các
không gian toán tử [21].

Trong luận án này, chúng tôi sử dụng (0.0.4) để xác định một số dạng lồi toán tử mới với trung bình
luỹ thừa ma trận Mp(A,B, t). Chúng tôi nghiên cứu các tính chất của các hàm như vậy và chứng minh
một số bất đẳng thức quen thuộc cho chúng. Chúng tôi cũng cung cấp một số các điều kiện tương đương
để một hàm là lồi toán tử theo nghĩa mới này.

Bây giờ chúng ta xem xét cách giải thích hình học đối với các trung bình vô hướng và trung bình ma
trận. Cho 0 ≤ a ≤ x ≤ b. Rõ ràng rằng trung bình cộng (a+ b)/2 là nghiệm duy nhất của bài toán tối ưu

(x− a)2 + (x− b)2 → min .

Và với mọi trung bình vô hướng M trên R+ thì

M(a, b)− a ≤ b− a.

Chúng ta gọi tính chất này là tính chất điểm giữa.

Năm 2013, Audenaert nghiên cứu tính chất điểm giữa đối với trung bình ma trận trong [9]. Gần đây,
Dinh Trung Hoa, Dumitru Raluca and Franco Jose [49] tiếp tục nghiên cứu tính chất này đối với trung
bình luỹ thừa ma trận. Họ cung cấp một vài lời giải riêng cho phỏng đoán của Audenaert trong [9] và
phản ví dụ cho phỏng đoán với p > 0.

Từ tính chất 3) trong định nghĩa về trung bình vô hướng, rõ ràng rằng

a+ b

2
−M(a, b) ≤ b− a

2
. (0.0.5)

Mặt khác, M(a, b) nằm bên trong hình cầu có tâm là trung bình cộng
a+ b

2
với bán kính bằng một

nửa khoảng cách giữa a và b. Chúng ta gọi đây là tính chất trong hình cầu của các trung bình vô hướng
với khoảng cách Euclid trên R. Chú ý rằng với s ∈ [0, 1] và p > 0, trung bình nhân có trọng s làM(a, b) =
a1−sbs và trung bình luỹ thừa (hay trung bình nhị thức) trọng s là Mp(a, b, s) = ((1− s)ap + sbp)1/p thoả
mãn tính chất (0.0.5).

Bây giờ, cho A và B là các ma trận xác định dương. Hàm khoảng cách Riemann trên tập các ma trận
xác định dương được định nghĩa:

δR(A,B) =

(∑
i

log2(λi(A
−1B))

)1/2

.

Năm 2005, Moakher [67] chứng minh rằng trung bình nhân A]B là cực tiểu duy nhất của tổng các
bình phương của khoảng cách:

δ2R(X,A) + δ2R(X,B)→ min, X ≥ 0.
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Gần như đồng thời, Bhatia và Holbrook [18] đã chứng minh rằng đường cong

γ(s) = A]sB := A1/2(A−1/2BA−1/2)sA1/2 (s ∈ [0, 1])

là đường trắc địa (ngắn nhất) duy nhất nối A và B. Hơn nữa, trung bình nhân A]B là điểm giữa của
đường trắc địa này. Do đó, bức tranh về trung bình ma trận khác với bức tranh về trung bình vô hướng.

Chú ý rằng, một trong các phiên bản ma trận tổng quát về tính chất trong hình cầu là bất đẳng thức
nổi tiếng Powers-Stømer được chứng minh bởi Audenaert và các đồng nghiệp [10], và sau đó Ogata [74]
mở rộng ra cho đại số toán tử: với mọi ma trận nửa xác định dương và mọi s ∈ [0, 1],

T r(A+B − |A−B|) ≤ 2Tr(AsB1−s). (0.0.6)

Sử dụng bất đẳng thức trên, các tác giả trong [23] giải một bài toán trong lý thuyết kiểm định giả
thiết: xác định sự khái quát hoá lượng tử của biên Chernoff. Đại lượng bên trái của (0.0.6) được gọi là
biên Chernoff lượng tử phi logarit. Cùng với tầm quan trọng được đề cập ở trên của trung bình ma trận,
bất đẳng thức Powers-Stømer lần nữa chứng tỏ rằng bức tranh về trung bình ma trận thật sự thú vị và
phức tạp.

Mục đích thứ hai của luận án này là nghiên cứu các phiên bản ma trận khác nhau của tính chất trong
hình cầu (0.0.5). Chính xác hơn, chúng tôi nghiên cứu các bất đẳng thức liên quan đến ma trận, trung
bình ma trận, vết, chuẩn, và các hàm ma trận. Chúng tôi cũng xem xét tính chất trong hình cầu cho
trung bình ma trận đối với hàm khoảng cách trên đa tạp các ma trận nửa xác định dương.

Mục đích của luận án

1. Nghiên cứu một số dạng mới các hàm lồi toán tử đối với các trung bình ma trận, các tính chất của
chúng và chứng minh một số bất đẳng thức nổi tiếng cho chúng.

2. Mô tả các dạng mới của các hàm lồi toán tử bằng các bất đẳng thức ma trận.

3. Nghiên cứu các bất đẳng thức trung bình cộng-nhân liên quan đến các trung bình ma trận tổng
quát.

4. Nghiên cứu các bất đẳng thức ngược cho trung bình Heinz ma trận và các chuẩn bất biến unita.

5. Nghiên cứu các tính chất trong hình cầu cho các trung bình ma trận đối với các chuẩn bất biến
unita.

Phương pháp luận

Công cụ chính trong nghiên cứu của chúng tôi là định lý phổ đối với các ma trận Hermite. Sử dụng
các kỹ thuật trong lý thuyết các trung bình ma trận theo nghĩa Kubo-Ando để định nghĩa các dạng mới
của tính lồi toán tử. Vài kỹ thuật cơ bản trong lý thuyết các hàm đơn điệu toán tử và hàm lồi toán tử
cũng được sử dụng trong luận án. Chúng tôi cũng dùng các kiến thức cơ bản trong lý thuyết ma trận liên
quan đến chuẩn bất biến unita, vết, v.v...

Các kết quả chính của luận án được trình bày trong các semina tại khoa Toán, trường Đại học Quy
Nhơn và ở các hội thảo sau:

1. Hội nghị Toán học Miền Trung-Tây Nguyên lần thứ hai, Đại học Đà Lạt, 11-2017.

2. Hội nghị quốc tế lần thứ 6 về giải tích ma trận và các ứng dụng (ICMAA 2017), Đại học Duy Tân,
6-2017.

3. Hội nghị Đại số - Hình học - Tô pô (DAHITO). Cao đẳng Sư phạm Đắc Lắc, 11-2016.

4. Hội thảo quốc tế về Lý thuyết thông tin lượng tử và một số vấn đề liên quan, VIASM, 9-2015.

5. Hội nghị Toán học Miền Trung - Tây Nguyên, Đại học Quy Nhơn, 8-2015.

6. Hội nghị Đại số - Hình học - Tô pô (DAHITO), Hạ Long, 12-2014.
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7. Hội thảo quốc tế về Lý thuyết thông tin lượng tử và một số vấn đề liên quan, Đại học Ritsumeikan,
Nhật Bản, 9-2014.

Nội dung chính của Luận án.

Trong Lời giới thiệu, chúng tôi cung cấp các kiến thức nền về các vấn đề được xem xét trong luận án.
Ý nghĩa và động lực của việc nghiên cứu cũng được giải thích. Chúng tôi trình bày nội dung ngắn gọn
của luận án với các kết quả chính ở hai chương cuối.

Trong chương 1, chúng tôi trình bày một số kiến thức cơ bản được sử dụng trong luận án.

Trong chương 2, chúng tôi định nghĩa và nghiên cứu các dạng mới về hàm lồi toán tử, các tính chất
của chúng, chứng minh một số bất đẳng thức phổ biến đối với chúng và đạt được một loạt các mô tả.

Trong chương 3, chúng tôi nghiên cứu tính chất trong hình cầu cho trung bình ma trận. Chúng tôi
cũng chứng minh một số bất đẳng thức ngược cho trung bình Heinz ma trận và cung cấp một mô tả mới
về trung bình cộng ma trận.
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Chương 1

Một số kiến thức cơ bản

Cho N là tập tất cả các số tự nhiên. Với mỗi n ∈ N, ký hiệu Mn là đại số các ma trận phức cấp n×n.
Ký hiệu I và O tương ứng là ma trận đơn vị và ma trận không của Mn. Trong luận án này, chúng tôi
xem xét các bài toán đối với các ma trận phức vuông, hay nói cách khác là các toán tử trong không gian
Hilbert hữu hạn chiều. Chúng tôi sẽ nhắc cụ thể trong trường hợp vô hạn chiều.

Nhắc lại rằng, với hai vec tơ x = (xj), y = (yj) ∈ Cn, tích trong 〈x, y〉 của x và y được định nghĩa
〈x, y〉 ≡

∑
j xjyj . Với A là ma trận trong Mn, chuyển vị liên hợp hay phụ hợp A∗ của A là liên hợp phức

của chuyển vị AT . Khi đó, 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉.

Một ma trận A được gọi là:

– tự liên hợp hay Hermite nếu A = A∗, hoặc được xác định 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉;
– unita nếu AA∗ = A∗A = I;
– nửa xác định dương (ký hiệu A ≥ 0) nếu

〈x,Ax〉 ≥ 0 với mọi x ∈ Cn; (1.1)

– xác định dương (ký hiệu A > 0) nếu (1.1) là ngặt với mọi vec tơ khác không x ∈ Cn;
– phép chiếu trực giao nếu A = A∗ = A2.

Lưu ý rằng trong trường hợp hữu hạn chiều, A > 0 khi và chỉ khi A khả nghịch và A ≥ 0. Một ma
trận nửa xác định dương là ma trận Hermite. Hơn nữa, chúng tôi biểu thị Hn là tập các ma trân vuông
Hermite cấp n, H+

n và Pn tương ứng là tập các ma trận nửa xác định dương và xác định dương.

Nhắc lại rằng với mọi ma trận A, ma trận A∗A là nửa xác định dương. Module |A| của A được định
nghĩa bởi |A| := (A∗A)1/2.

Thứ tự riêng (thứ tự Loewner) trên tập Hn các ma trận Hermite được định nghĩa

A ≥ B nếu A−B ≥ 0.

Một ma trận nửa xác định dương A có vết bằng 1 được gọi là ma trận trù mật, liên kết với một trạng
thái lượng tử trong cùng hệ lượng tử. Theo nghĩa này, các phép chiếu trực giao có hạng bằng 1 trong Mn

gọi là trạng thái thuần. Các ma trận nửa xác định dương gọi là trạng thái hỗn hợp.

Chuẩn toán tử của ma trận/toán tử A được định nghĩa

‖A‖ = sup{‖Ax‖ : x ∈ H, ‖x‖ ≤ 1}, ‖x‖ = 〈x, x〉1/2.

Một toán tử A gọi là một phép co nếu ‖A‖ ≤ 1.

Một trong những thông tin quan trọng về toán tử/ma trận là phổ của chúng. Phổ σ(A) của một toán
tử tuyến tính A trong không gian Hilbert là các giá trị λ ∈ C sao cho A− λI không khả nghịch. Do đó,
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trong trường hợp hữu hạn chiều, phổ σ(A) của A là tập các giá trị riêng của A, hay nói cách khác là các giá
trị λ sao cho Ax = λx. Các giá trị riêng si(A) của module |A| được gọi là giá trị kỳ dị (cũng gọi là giá trị
s) của A. Với A ∈Mn, ký hiệu s(A) ≡ (s1(A), s2(A), ..., sn(A)) có nghĩa là s1(A) ≥ s2(A) ≥ ... ≥ sn(A).

Bây giờ chúng tôi nhắc lại một số chuẩn quan trọng được nhắc đến trong luận án.

Chuẩn Ky Fan k

||A||k =

k∑
i=1

si(A).

Chuẩn Schatten p

||A||p =

(
n∑
i=1

spi (A)

)1/p

.

Với p = 2, Chuẩn Frobenius hay còn gọi là chuẩn Hilbert-Schmidt

‖A‖2 = (Tr|A|2)1/2 =

 n∑
j=1

s2j (A)

1/2

.

Định nghĩa 1.0.1. Chuẩn ||| · ||| trên Mn gọi là bất biến unita nếu với mọi ma trận A ∈ Mn và các ma
trận unita U, V ∈Mn,

|||UAV ||| = |||A|||.
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Chương 2

Các dạng mới của hàm lồi toán tử và các bất đẳng thức

liên quan

Là khái niệm cơ bản nhất trong giải tích lồi và lý thuyết tối ưu, tính lồi của các hàm được nghiên cứu
mạnh trong nhiều nội dung khác nhau của toán học thuần tuý và toán học ứng dụng. Mục đích chính của
chương này là xác định các dạng mới của hàm lồi toán tử dựa theo lý thuyết của Kubo-Ando về trung
bình hai ma trận, thậm chí của một số ma trận [77]. Chính xác hơn, chúng tôi sử dụng họ các trung
bình luỹ thừa ma trận để xác định các dạng mới của hàm lồi toán tử gọi là hàm (r, s)-lồi toán tử và hàm
(p, h)-lồi toán tử. Nghiên cứu các tính chất của chúng, chúng tôi đã chứng minh một số bất đẳng thức
phổ biến cho chúng. Chúng tôi cũng cung cấp các mô tả tương tự cho hàm (r, s)-lồi toán tử và (p, h)-lồi
toán tử.

Các kết quả của chương này được trích từ công trình [51] và [48].

2.1 Các hàm (p, h)-lồi toán tử

Trong chương này chúng tôi định nghĩa một kiểu mới của hàm lồi toán tử gọi là (p, h)-lồi toán tử. Các
kết quả chính của chương này dựa theo công trình [51].

Nhắc lại rằng cho p là một số dương tuỳ ý, J là tập con của R+ chứa đoạn [0, 1], và K (⊂ R+) là một
tập con p-lồi của R+ (tức là [αxp + (1− α)yp]1/p ∈ K với mọi x, y ∈ K và α ∈ [0, 1]).

Chúng tôi định nghĩa một lớp mới các hàm (p, h)-lồi toán tử như sau.

Định nghĩa 2.1.1. Cho h : J → R+ là một hàm nhân tính trên khác không. Một hàm không âm
f : K → R được gọi là (p, h)-lồi toán tử (hay thuộc lớp opgx(p, h,K)) nếu với mọi A,B ∈ M+

n với
σ(A), σ(B) ⊂ K, và với mọi α ∈ (0, 1),

f
(

[αAp + (1− α)Bp]1/p
)
≤ h(α)f(A) + h(1− α)f(B).

Khi p = 1, h(α) = α, chúng tôi nhận được định nghĩa thông thường của các hàm lồi toán tử trên R+.

Chú ý 2.1.1. Một hàm (p, h)-lồi toán tử có thể là đơn điệu toán tử hoặc lồi toán tử. Tuy nhiên, có nhiều
hàm (p, h)-lồi toán tử không là hàm đơn điệu toán tử mà cũng không là hàm lồi toán tử.

2.1.1 Một số tính chất của hàm (p, h)-lồi toán tử

Trong phần này, chúng tôi chứng minh một số tính chất của các hàm (p, h)-lồi toán tử.

Định lý 2.1.1. Cho opgx(p, h,K) là lớp các hàm (p, h)-lồi toán tử. Khi đó,

(i) Nếu f, g ∈ opgx(p, h,K) và λ > 0, thì f + g, λf ∈ opgx(p, h,K);
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(ii) Cho h1 và h2 là các hàm nhân tính trên, không âm, khác không xác định trên khoảng J với h2 ≤ h1
trên (0, 1). Nếu f ∈ opgx(p, h2,K), thì f ∈ opgx(p, h1,K);

(iii) Cho f ∈ opgx(p2, h,K) sao cho f là hàm đơn điệu toán tử trên K. Nếu 1 ≤ p1 ≤ p2, thì f ∈
opgx(p1, h,K).

Định lý 2.1.2. Cho K là một khoảng trong R+ sao cho 0 ∈ K.

(i) Nếu f ∈ opgx(p, h,K) sao cho f(0) = 0, thì

f
(

[αAp + βBp]1/p
)
≤ h(α)f(A) + h(β)f(B) (2.1.6)

đúng với các ma trận xác định dương tuỳ ý A,B có phổ thuộc K và mọi α, β ≥ 0 sao cho α+β ≤ 1;

(ii) Cho h là một hàm không âm sao cho h(α) < 1/2 với α ∈ (0, 1/2). Nếu f là một hàm không âm thoả
(2.1.6) với mọi ma trận A,B có phổ trong K và với mọi α, β > 0 thoả α+ β ≤ 1, thì f(0) = 0.

Hệ quả 2.1.1. Cho s > 0, đặt hs(x) = xs (x > 0), và 0 ∈ K ⊂ R+. Với mọi f ∈ opgx(p, hs,K), bất đẳng
thức (2.1.6) đúng với mọi α, β ≥ 0 thoả α+ β ≤ 1 khi và chỉ khi f(0) = 0.

2.1.2 Bất đẳng thức dạng Jensen và các ứng dụng

Nhắc lại, bất đẳng thức Jensen có trọng số cho một hàm f liên tục, lồi trên một khoảng K thỏa

f
(∑

λixi

)
≤
∑

λif(xi), ∀xi ∈ K,λi ∈ (0, 1),

n∑
i=1

λi = 1

Định lý 2.1.3. Cho h là một hàm nhân tính trên, không âm xác định trên J và f ∈ opgx(p, h,K). Khi
đó với mọi k ma trận tự liên hợp Ai có phổ trong K và với mọi αi(i = 1, 2, ..., k) thoả

∑k
i=1 αi = 1,

f

[ k∑
i=1

αiA
p
i

]1/p ≤ k∑
i=1

h(αi)f(Ai). (2.1.8)

Cho E là một tập khác rỗng, gồm hữu hạn các ma trận tự liên hợp Ai (i ∈ E) vàWE =
∑

i∈E wi, wi >
0. Xác định một hàm tập chỉ số F như sau:

F(E) = h(WE)f

[ 1

WE

∑
i∈E

wiA
p
i

]1/p−∑
i∈E

h(wi)f(Ai), (2.1.9)

Định lý 2.1.4. Cho h : R+ → R+ là hàm nhân tính trên, f : K → R+ là hàm (p, h)-lồi toán tử. Với M
và E là các tập khác rỗng, gồm hữu hạn các số nguyên dương sao cho M ∩ E = ∅. Khi đó

F(M ∪ E) ≤ F(M) + F(E).

với mọi wi > 0 (i ∈M ∪ E), và các ma trận tự liên hợp dương Ai (i ∈M ∪ E) có phổ thuộc K.

2.1.3 Mô tả các hàm (p, h)-lồi toán tử

Chúng tôi chứng minh một bất đẳng thức dạng Hansen-Pedersen cho các hàm (p, h)-lồi toán tử.

Định lý 2.1.5. Cho h : J → R+ là một hàm nhân tính trên, f : K → R+ là hàm (p, h)-lồi toán tử. Khi
đó, với mọi ma trận tự liên hợp A,B có phổ trong K và mọi ma trận C,D sao cho CC∗ +DD∗ = In,

f
(

[CApC∗ +DBpD∗]1/p
)
≤ 2h(1/2) (Cf(A)C∗ +Df(B)D∗) .
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Tikhonov [81] đã chỉ ra một mô tả mới cho các hàm lồi toán tử bằng cách thay đổi vai trò các số và
các ma trận trong bất đẳng thức Jensen. Trong định lý sau, chúng tôi đạt được một vài điều kiện tương
đương để một hàm là (p, h)-lồi toán tử. Chứng minh của định lý tương tự như trong chứng minh của [44]
và [81].

Định lý 2.1.6. Cho f là một hàm không âm trên K sao cho f(0) = 0, và h là một hàm nhân tính trên,
khác không, không âm trên J thoả 2h(1/2) ≤ α−1h(α) (α ∈ (0, 1)). Các khẳng định sau tương đương:

(i) f là hàm (p, h)-lồi toán tử;

(ii) Với mọi ma trận co (||V || ≤ 1) và ma trận tự liên hợp A có phổ trong K,

f
(

[V ∗ApV ]1/p
)
≤ 2h(1/2)V ∗f(A)V ;

(iii) Với mọi phép chiếu trực giao Q và ma trận tự liên hợp A với σ(A) ⊂ K,

f
(

[QApQ]1/p
)
≤ 2h(1/2)Qf(A)Q;

(iv) Với mọi số tự nhiên k, và họ các toán tử dương {Ai}ki=1 trong không gian Hilbert hữu hạn chiều H
thoả

∑k
i=1 αiAi = IH (toán tử đơn vị trong H),

f

[ k∑
i=1

αix
p
iAi

]1/p ≤ k∑
i=1

h(αi)f(xi)Ai, ∀xi ∈ K.

Chú ý 2.1.3. Ở đây chúng tôi chỉ ra một ví dụ về hàm h khác hàm đồng nhất và thoả các điều kiện trong
Định lý 2.1.3. Dễ dàng kiểm tra rằng hàm h(x) = x3 − x2 + x và ∀x, y ∈ [0, 1] thì

h(xy)− h(x)h(y) = xy(x+ y)(1− x)(1− y) ≥ 0.

Do đó, h là hàm nhân tính trên trên [0, 1]. Cùng lúc đó, hàm h(x)/x = x2 − x + 1 đạt cực tiểu tại
x = 1/2, và do đó 2h(1/2) ≤ h(x)/x với mọi x ∈ (0, 1).

Trong hệ quả sau chúng tôi đạt được một mối liên hệ giữa các hàm (p, h)-lồi toán tử và hàm đơn điệu
toán tử trên R+.

Hệ quả 2.1.2. Cho f là hàm (1, h)-lồi toán tử trên R+ sao cho f(0) = 0. Khi đó với mọi ma trận xác
định dương A ≤ B,

A−1f(A) ≤ 2h(1/2)B−1f(B).

Nếu 2h(1/2) ≤ 1, hàm t−1f(t) đơn điệu toán tử trên (0,∞), và do đó hàm f(t) là lồi toán tử.

2.2 Hàm (r, s)-lồi toán tử

Cho r, s là các số thực dương. Đặt X = (A1, A2) với σ(A1), σ(A2) ⊂ K and ω1, ω2 ≥ 0. Đặt W =
ω1 + ω2 > 0. Trung bình luỹ thừa r của hai ma trận, ký hiệu M [r](X,W ), được định nghĩa bởi

M [r](X,W ) :=

(
1

W

2∑
i=1

ωiA
r
i

)1/r

.

Định nghĩa 2.2.1. Cho K là một tập con r-lồi của R+. Một hàm liên tục f : K → (0,∞) được gọi là
(r, s)-lồi toán tử nếu

f(M [r](X,W )) ≤M [s](f(X),W ) (2.1.16)

với mọi X = (A1, A2) và W = ω1 + ω2 với ω1, ω2 ∈ [0, 1]. Nếu bất đẳng thức (2.2.16) đảo ngược, f là
(r, s)-lõm toán tử.

Người đọc có thể chú ý có sự tương tự trong ký hiệu này với hàm (p, h)-lồi toán tử. Tuy nhiên, nhầm
lẫn này không đáng có, vì hàm h là hàm nhân tính trên nên khác hàm hằng, trong khi r là số thực dương.

11



2.2.1 Bất đẳng thức dạng Jensen và dạng Rado

Cho X = (A1, ..., Am) gồm các ma trận Hermit, có phổ trong K và W = (ω1, ..., ωm) là các số không
âm. Ký hiệu Wm = ω1 + ...+ ωm > 0. Trung bình luỹ thừa của ma trận M r

m(X,W ) được định nghĩa

M [r]
m (X,W ) :=

(
1

Wm

m∑
i=1

ωiA
r
i

)1/r

.

Trong định lý sau, chúng tôi chứng minh bất đẳng thức dạng Jensen cho các hàm (r, s)-lồi toán tử.

Định lý 2.2.1. Cho r, s là các số dương, và m là số tự nhiên. Nếu f là hàm (r, s)-lồi toán tử, khi đó với
X = (A1, · · · , Am) và W = (ω1, · · · , ωm) thì

f(M [r]
m (X,W )) ≤M [s]

m (f(X),W ). (2.1.18)

Nếu f là (r, s)-lõm toán tử thì bất đẳng thức (2.2.18) đảo ngược.

Tiếp theo, chúng tôi chứng minh bất đẳng thức dạng Rado cho các hàm (r, s)-lồi toán tử.

Định lý 2.2.2 Cho r và s là các số dương và f là hàm liên tục trên K. Cho m ∈ N, X = (A1, · · · , Am)
và W = (ω1, · · · , ωm), biểu diễn

am = Wm

(
M [s]
m [f(X),W ]s − f

(
M [r]
m [X,W ]s

))
.

Khi đó các khẳng định sau tương đương

(i) Nếu f là hàm (r, s)-lồi toán tử thì {am}∞m=1 là dãy đơn điệu tăng.

(ii) Nếu f là hàm (r, s)-lõm toán tử thì {am}∞m=1 là dãy đơn điệu giảm.

2.2.2 Một số điều kiện tương đương cho tính (r, s)-lồi toán tử

Định lý 2.2.3. Cho f : K → R+ là hàm (r, s)-lồi toán tử. Khi đó với mọi ma trận xác định dương A,B
có phổ trong K và mọi ma trận C,D thỏa CC∗ +DD∗ = I,

f((CArC∗ +DBrD∗)1/r) ≤ (Cf(A)sC∗ +Df(B)sD∗)1/s. (2.2.20)

Định lý 2.2.4. Cho f là hàm không âm trên K thỏa f(0) = 0. Khi đó các khẳng định sau tương đương:

(i) f là hàm (r, s)-lồi toán tử;

(ii) Với mọi phép co V (||V || ≤ 1) và mọi ma trận nửa xác định dương A có phổ thuộc K,(
(V ∗ArV )1/r

)
≤ (V ∗f(A)sV )1/s ;

(iii) Với mọi phép chiếu trực giao Q và ma trận nửa xác định dương A có phổ σ(A) thuộc K,

f
(

(QArQ)1/r
)
≤ (Qf(A)sQ)1/s ;

(iv) Với mọi số tự nhiên k và mọi họ toán tử dương {Ai}ki=1 trong không gian Hilbert hữu hạn chiều H
sao cho

∑k
i=1 αiAi = IH (toán tử đơn vị trong H) và các số tuỳ ý xi ∈ K,

f

[ k∑
i=1

αix
r
iAi

]1/r ≤ ( k∑
i=1

αif(xi)
sAi

)1/s

.
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Chương 3

Bất đẳng thức ma trận và tính chất trong hình cầu

Trong phần đầu của chương này, chúng tôi xét bất đẳng thức Cauchy ngược tổng quát cho hai ma
trận xác định dương A và B và chứng minh rằng các bất đẳng thức Cauchy ngược tổng quát đúng với
điều kiện AB +BA ≥ 0. Hơn nữa, chúng tôi cũng chứng minh rằng bất đẳng thức Cauchy ngược và bất
đẳng thức Powers-Størmer tổng quát đúng đối với chuẩn bất biến unita với cùng điều kiện AB+BA ≥ 0.
Trong phần thứ hai của chương, chúng tôi chứng minh các bất đẳng thức ngược của trung bình Heinz
cho ma trận đối với chuẩn bất biến unita. Và phần cuối cùng của chương là tính chất trong hình cầu cho
trung bình ma trận.

Chương này được viết dựa vào các kết quả trong công trình [50] và [52].

3.1 Bất đẳng thức trung bình cộng - nhân ngược tổng quát

Định lý 3.1.1. Cho f là hàm đơn điệu toán tử dương ngặt, xác định trên [0,∞) với f((0,∞)) ⊂ (0,∞)
và f(1) = 1. Khi đó với mọi ma trận nửa xác định dương A và B thỏa AB +BA ≥ 0 thì,

A+B − |A−B| ≤ 2AσfB.

3.2 Các bất đẳng thức ngược cho trung bình ma trận Heinz

Trong [47, Theorem 2.1] tác giả đã chứng minh rằng, với mọi trung bình toán tử σ và các ma trận
xác định dương A,B thì,

A+B

2
−AσB ≤ 1

2
A1/2

∣∣I −A−1/2BA−1/2∣∣A1/2. (3.2.9)

Mục đích của phần này là trình bày các bất đẳng thức ngược tổng quát có dạng (3.2.9) đối với chuẩn
bất biến unita. Chúng tôi đạt được một bất đẳng thức ngược mới cho trung bình Heinz.

3.2.1 Bất đẳng thức trung bình cộng - Heinz - nhân đối với chuẩn bất biến unita

Nhắc lại rằng một chuẩn ||| · ||| trong Mn gọi là bất biến unita nếu |||UAV ||| = |||A||| với mọi ma trận
unita U, V và mọi ma trận A ∈Mn.

Định lý 3.2.1. Với ||| · ||| là chuẩn bất biến unita trên Mn, f là một hàm đơn điệu toán tử trên [0,∞)
thỏa f((0,∞)) ⊂ (0,∞) và f(0) = 0. g là một hàm xác định trên [0,∞) sao cho g(t) = t

f(t) (t ∈ (0,∞))
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thỏa g(0) = 0. Khi đó với mọi A,B ∈ Pn,∣∣∣∣∣∣∣∣∣A+B

2
− 1

2
A1/2

∣∣∣I −A−1/2BA−1/2∣∣∣A1/2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣f(A)1/2g(B)f(A)1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∣f(A)g(B)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
Hệ quả 3.2.1. Cho A,B ∈ Pn và s ∈ [0, 1]. Khi đó,∣∣∣∣∣∣∣∣∣A+B

2
− 1

2
A1/2|I −A−1/2BA−1/2|A1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣A1/2B1/2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

Hệ quả 3.2.2. Cho A,B ∈ H+
n và s ∈ [0, 1]. Khi đó,∣∣∣∣∣∣∣∣∣A+B

2
− 1

2
A1/2|I −A−1/2BA−1/2|A1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣AsB1−s +A1−sBs
∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

Hệ quả 3.2.3. Với mọi ma trận Hermite nửa xác định dương A,B thỏa AB +BA ≥ 0 và s ∈ [0, 1] thì,

|||A+B − |A−B|||| ≤ 2|||A1/2B1/2|||

và |||A+B − |A−B|||| ≤ 2|||AsB1−s +A1−sBs|||.

3.2.2 Bất đẳng thức ngược cho trung bình ma trận Heinz đối với chuẩn Hilbert-
Schmidt

Rõ ràng với mọi số dương a và b,

(a+ b)2 − |a2 − b2| ≤ (asb1−s + a1−sbs)2. (3.2.19)

Trong phần này, chúng tôi đạt được một vài bất đẳng thức ngược cho trung bình ma trận Heinz đối
với chuẩn Hilbert-Schmidt.

Định lý 3.2.2. Với mọi ma trận Hermite nửa xác định dương A,B ∈ H+
n và ma trận X ∈Mn,

||AX +XB||22 − ||AX −XB||22 ≤ ||AsXB1−s +A1−sXBs||22.

3.3 Tính chất trong hình cầu cho các trung bình toán tử

Trong phần này chúng tôi nghiên cứu tính chất trong hình cầu cho các toán tử. Trong định lý tiếp
theo, chúng tôi cung cấp một mô tả mới của trung bình cộng ma trận bởi bất đẳng thức (3.1.6).

Định lý 3.3.1. Cho σ là một trung bình đối xứng tuỳ ý. Nếu với mọi chuẩn bất biến unita ||| · ||| trên Mn

và ∣∣∣∣∣∣∣∣∣A+B

2
−AσB

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
|||A−B|||

với A,B ∈ Pn thì khi đó σ là trung bình cộng.

Trong phần còn lại của luận án, chúng tôi sẽ chứng minh rằng nếu chúng ta thay thế các trung bình
theo nghĩa Kubo-Ando bởi trung bình luỹ thừa Mp(A,B, t) = (tAp + (1 − t)Bp)1/p với p ∈ [1, 2] thì bất
đẳng thức trong định lý 3.3.1 đúng mà không cần điều kiện AB + BA ≥ 0. Mặt khác, trung bình luỹ
thừa ma trận Mp(A,B, t) thoả mãn tính chất trong hình cầu đối với chuẩn Hilbert Schmidt.
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Định lý 3.3.2. Cho p ∈ [1, 2] và Mp(A,B, t) = (tAp + (1 − t)Bp)1/p. Khi đó với mọi ma trận nửa xác
định dương A và B, ∣∣∣∣∣∣∣∣∣A+B

2
−Mp(A,B, t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2
≤ 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣A−B∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2
. (3.2.28)
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Kết luận

Các kết quả chính của luận án

1. Đưa ra định nghĩa cho các lớp hàm (p, h)-lồi toán tử và đạt được một số tính chất của lớp hàm lồi
toán tử này. Đây là một lớp hàm lồi toán tử mới, tổng quát hoá cho nhiều lớp hàm lồi toán tử đã
biết.

2. Đưa ra một bất đẳng thức kiểu Jensen cho các hàm (p, h)-lồi toán tử, tổng quát hoá cho nhiều dạng
bất đẳng thức kiểu Jensen cho các lớp hàm lồi toán tử đã biết.

3. Đưa ra một bất đẳng thức kiểu Hansen-Pedersen cho các lớp hàm (p, h)-lồi toán tử, chứng minh
một bất đẳng thức cho hàm tập chỉ số đối với lớp hàm này.

4. Đưa ra định nghĩa cho lớp hàm (r, s)-lồi toán tử và đạt được một số tính chất cho chúng. Đây cũng
là một lớp hàm lồi toán tử mới, tổng quát hoá cho các lớp hàm r-lồi đã biết.

5. Đưa ra bất đẳng thức kiểu Jensen và kiểu Rado cho các lớp hàm (r, s)-lồi toán tử.

6. Đưa ra một vài điều kiện tương đương để một hàm là (p, h)-lồi toán tử hoặc (r, s)-lồi toán tử.

7 Đưa ra và chứng minh được một bất đẳng thức trung bình cộng-nhân ngược tổng quát đối với trung
bình theo Kubo-Ando.

8. Đưa ra một vài bất đẳng thức chuẩn ngược đối với trung bình Heinz ma trận.

9. Đạt được một mô tả mới của trung bình cộng ma trận bởi một bất đẳng thức ma trận đối với chuẩn
bất biến unita.

10. Đưa ra tính chất trong hình cầu cho các trung bình ma trận đối với chuẩn bất biến unita và chuẩn
Hilbert-Schmidt. Đồng thời, chúng tôi cũng chứng minh được trung bình luỹ thừa ma trận thoả
tính chất trong hình cầu đối với chuẩn Hilbert-Schmidt.
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Hướng nghiên cứu trong tương lai

Trong tương lai gần, chúng tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu các vấn đề sau

1. Chúng tôi tiếp tục mô tả một số lớp mới của tính lồi toán tử đối với một số trung bình ma trận
phổ biến.

2. Cho p, q là các số thực dương, h là hàm thực, không âm, nhân tính trên. Chúng tôi xem xét một
định nghĩa tổng quát như sau: Một hàm f được gọi (p, h, q)-lồi toán tử nếu

f
(

[αAp + (1− α)Bp]1/p
)
≤ [h(α)f(A)q + h(1− α)f(B)q]1/q .

Nếu q = 1 thì f là (p, h, 1)-lồi toán tử hay nói gọn là (p, h)-lồi toán tử. Nếu h ≡ id là hàm đồng
nhất thì f là (p, id, q)-lồi toán tử, hay gọi tắt là (r, s)-lồi toán tử. Chúng tôi dự định tiếp tục nghiên
cứu lớp hàm lồi toán tử tổng quát này đối với một vài trường hợp khác.

3. Tính chất trong hình cầu của trung bình ma trận. Chúng tôi tin rằng trung bình luỹ thừa ma trận
thoả mãn tính chất trong hình cầu đối với chuẩn p-Schatten và với chuẩn bất biến unita.

4. Chúng tôi xác định các lớp mới của entropy lượng tử liên hệ với các lớp mới của các hàm lồi toán
tử. Điều đó có thể có ý nghĩa trong việc nghiên cứu các tính chất của chúng và các ứng dụng trong
lý thuyết thông tin lượng tử.
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