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LOI CAM DOAN

Luan an nay dugc thyc hién va hoan thanh tai Khoa Toan, Trusng Dai hoc Quy Nhon, duéi sy huéng
dan ctia PGS. TS. Dinh Thanh Dtc va TS. Dinh Trung Hoa. Tai xin cam doan day 1a cong trinh nghién
citu ciia toi. Cac két qua dude trinh bay trong luan an nay la méi va trung thue, duge cac dong tac gia
cho phép st dung va chua ting dugce ai cong bo trude do.

Binh Dinh, nam 2018

Tac gia

V6 Thi Bich Khué



LJi cam on

Luan an nay dudc thyc hién va hoan thanh dudi sy huéng dan, giap dd tan tinh cia PGS. TS. Dinh
Thanh Dtic, TS. Dinh Trung Hoa va nhiéu ngudi khac trong sudét nhitng nam toi 1a nghién citu sinh tai
Truong Dai hoc Quy Nhon. Nhan dip nay, t6i mudn bay t6 long biét on dén nhitng nguoi da gitp dé toi.

DaAu tién, toi tran trong bay t6 long biét on chan thanh dén PGS. TS. Dinh Thanh Diic, thay da danh
nhiéu thai gian quy bau dé trao doi véi toi vé cac van dé toan hoc, tim va giii cho toi cac tai lieu tham
khao lien quan dén van dé nghién cttu cfia t6i. Mac di ban ron nhiéu véi cong viée quan ly, nhung thay
rat c6 gang va nhiét tinh thu xép thoi gian dé t6i c6 duge sut thoai mai va lam viéc hieu qua tai Truong
Dai hoc Quy Nhon. Néu khong c6 su hd trg nhiét tinh clia thay, t6i khé c6 thé hoan thanh duge luan an
ctia minh.

To6i mudn bay té long biét on sau sic nhat dén TS. Dinh Trung Hoa, ngudi thay, ngudi ban, va 13
ngudi dong hanh rat kién tri, luon dong vién toi trong hanh trinh lam nghién cttu sinh. Thay 14 mot ngudi
rat nang dong va than thién, dong thdi cling rat nghiém ttc trong viéc nghién citu khoa hoc. Thay da tao
c6 hoi cho t6i tham dy cac hoi thao va tiép xtic véi cac nha nghién cttu gidi trong ciing linh vic nghién
citu, tao dong luc va su say mé lam viéc cho toi.

Loi cdm on chan thanh giii dén gido sy Hiroyuki Osaka, Trudng Dai hoc Ritsumeikan, Nhat Ban, cling
13 dong tac gid trong bai bao dau tién ciia t6i, da ho trg va gitp toi c6 dude co hoi tham dit va bao cdo tai
hoi thao québc té to chitc tai Truong Pai hoc Ritsumeikan, 14 mot trong nhitng dong luc dau tien khuyén
khich to6i trén con duong nghién ciu.

Loi cam on diic biét dén cac gidng vién khoa Toan, Trudng Dai hoc Quy Nhon. Cam on cac thay co
da rat gan giii va nhiét tinh gitp dé toi trong chuyén mon, tao diéu kién té6t nhat cho mot nghién citu
sinh xa nha nhu t6i. CAm on thanh phd bién Quy Nhon hién hoa va than thien, da gitp toi c6 duge su
thodi mai va vui tuoi trong sudt thoi gian hoc tap tai day.

Toi xin cdm on ban lanh dao va cic thay co Truong Dai hoc Tai chinh - Marketing, dic biét cic thay
c6 Bo mon Toan - Thong ke, da tao diéu kién thuan 1¢i cho toi hoan thanh nghién citu sinh.

Cam on tat ca nhitng ngudi ban nghién citu sinh ¢ Truong Dai hoc Quy Nhon, dic biét ngudi em gai
Du Thi Hoa Binh dén tir mién Bac xa x6i, da hd trg va gitp dd trong qua trinh t6i hoc nghién cttu sinh.

Sau cung nhung c6 ¥ nghia nhat, toi muén cdm on gia dinh t6i da luon bén canh toi, khuyén khich,
hé trg va gitp dé toi. CAm on me da luon Uing ho con trong moi quyét dinh, ludn bén con nhitng lic con
dau 6m. Cam on chong da ludn san sé moi khé khin véi em. Va 18i cdm on dac biét nhat danh cho thién
than nhé clia toi, cAm on con da dén véi me. Luan an nay la mén qua me danh cho con.

Binh Dinh, 2018
V6 Thi Bich Khué
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Ngay nay, tam quan trong ctia Iy thuyét ma tran dugc biét dén trong nhiéu linh viic vé ki thuat, xéac
suat thong ke, thong tin lugng tit, giai tich s6, sinh hoc va khoa hoc x& hoi. Dic biét, cAc ma tran xac
dinh duong xuat hién nhu cac diém dit lieu trong sy khac nhau da dang clia céc cai dit: cic ma tran hiep
phuong sai trong thong ke [20], cac yéu t6 ctia khong gian tim kiém trong 1ap trinh 16i va nita xac dinh
duong [1] va cac ma tran trit mat trong thong tin lugng ti [72].

Trong vai thap ky qua, gidi tich ma tran tré thanh mot chi dé doc lap trong toan hoc bdi mot sb
lugng 16n cac ting dung ciia n6 [5, 7, 17, 24, 25, 26, 27, 34, 41, 46, 85]. Chu dé vé giai tich ma tran dugc
thao luan trén dai sd cdc ma tran, hodc tuong duong, dai s6 cia cic toan ti tuyén tinh trong khong gian
Hilbert hitu han chiéu. Dai s6 céc toan tit tuyén tinh trén khong gian Hilbert hitu han chiéu dang cau véi
dai s6 ma tran c6 s6 chiéu bang vdi s6 chiéu ctia khong gian Hilbert tuong ttng. Mot trong céc cong cu
chinh trong gii tich ma tran la dinh 1y pho trong truong hgp hitu han chiéu. Kha nhiéu két qua trong
giai tich ma tran c6 thé chuyén sang cho cac toan tit tuyén tinh ma khong gap khé khin. Dong thai,
nhiéu két qud quan trong trudc day cho ma tran khong con ding cho cac toan tit trong khong gian vo
han chiéu. Gan day, nhiéu linh vitc ciia gidi tich ma tran dude nghién citu kj ludng nhu Iy thuyét vé cac
ham don diéu ma tran va ham 16i ma tran, ly thuyét vé trung binh ma tran, Iy thuyét phan ho4 trong
thong tin luong ti,... Dac biet, cong dong vat Iy va toan hoc chii ¥ nhiéu hon vé cac chi dé bat ding thic
ma tran va cac ham ma tran vi tinh tng dung htu ich cia ching trong cac linh vyc khac nhau cta toan
hoc cling nhu ctia vat ly.

Nam 1930, von Neumann da gi6i thieu mot hé cac tien dé toan hoc clia co hoc lugng tit nhu sau:
(i) Mdi he lugng tit hitu han chiéu gom n phan tit duge lien két v6i mot khong gian Hilbert 2™ chiéu;

(i1) Moi dai lugng quan sat duge trong mot hé lugng t1¢ tuong ting véi mot ma tran Hermite ¢6 cung
kich thudc;

(iii) Mdi trang thai lugng ti dugce lien két v6i mot ma tran tru mat (14 ma tran nita xac dinh duong
c6 vét bang 1).

Do d6, Iy thuyét ma tran, giai tich ma tran va ly thuyét toan tit tré thanh nén tang ctia co hoc lugng
ti, mot s6 van dé trong co hoc lugng ti c¢6 thé duge dién giai theo cach khac bing ngon ngit ma tran.
Mat khéc, trong nhitng thap ky gan day cuing véi sy phat trién manh mé ctia Iy thuyét thong tin lugng
t, giai tich ma tran tré nén phd bién va quan trong hon.

Nhéc lai ring néu Ai, Ao, - -+ , A\ 1& céc gia tri rieng clia mot ma tran Hermite A thi A ¢6 thé dugc

biéu dién duéi dang
k
A=) NP,
j=1

v6i P; 1a phép chiéu truc giao trén khong gian con sinh ra bdi cac véc to rieng tuong ting véi gia tri rieng
Aj. Va v6i moéi ham f duge xac dinh tai A;, ma tran f(A) duge dinh nghia theo dinh ly pho
k
F(A) =) f(N) Py (0.0.1)
j=1

Trong ly thuyét luong tit, hau hét cac dai lugng luong t quan trong duge dinh nghia véi vét Tr kinh
dién. Mot dai lugng quan trong 1a entropy lugng tit. Entropy luong ti cia mot ma tran trit mat A la gia



tri
—Tr(Alog(A)),
v6i ma tran log(A) duge xac dinh béi (0.0.1).

Nhan xét rang ham logt 14 don diéu ma tran trén (0,00), trong khi ham tlogt 1a 16i ma tran trén
(0,00). Nhic lai rdng mot ham f 14 don diéu toan tit tren (0,00) khi va chi khi ¢f(¢) 1a 161 toan tit trén
(0,00). Ham don diéu toan tit lan dau tien duge K. Loewner nghién cttu trong bai bao [66] clia ong nam
1930. Trong cung thap k¥, F. Krauss da gi6i thieu ham 16i toan tit trong [60]. Ngay nay, 1y thuyét vé
cac ham nhu vay dugc nghién cttu manh va tré thanh mot chit dé quan trong trong 1y thuyét ma tran vi
nhitng tng dung rong 16n ctia ching trong 1y thuyét ma tran cling nhu trong ly thuyét lugng ti [72].

Mot ham lién tuc f xac dinh trén K C R duge goi la:

e don diéu ma tran cip n néu véi moi ma tran Hermite A vi B cip n c6 phd trong K thi

A<B = f(4) < [f(B).

e 107 ma tran cdp n néu véi moi ma tran Hermite A vi B cap n c6 pho trong K thi
FAA+ (1 =XB) < Af(A) + (1 - Nf(B).

Néu ham f 1a don diéu ma tran (hay 10i ma tran) véi ma tran céc cap thi goi la don diéu todn ti (hay
107 todn ti tuong ing).

Mot trong cac vi du rat quan trong ctia ham don digu toan ti va 10i toan tit 1a f(t) = 5. Loewner da
chiing minh rang ham nay 1a don diéu toan t trén R khi va chi khi luy thia s € [0,1], va f 14 15i toan
t trén (0, 00) khi va chi khi s € [-1,0] U [1,2].

Bay gio ching to6i sé dé cap dén Iy thuyét trung binh vo huéng, 1y thuyét nay da cho chiing t6i nhitng
goi ¥ dau tién cho céc nghién citu trong luan an nay.

Mot trung binh M cia hai s6 khong am 13 mot ham tit RT x RT dén R sao cho:

1) M(xz,x) =z, v6i moi z € R;

)
2) M(x,y) = M(y,z), v6i moi z,y € RT;
3) Néuz <y, thiz < M(z,y) <y;
) N
)
)

uzx<xvay <yo, thi M(z,y) < M(zo,y0);

('D)\

4
5) M(z,y) lién tuc;

6) M(tx,ty) =tM(x,y) véi t,z,y € RT.

Mot ham hai bién M (z,y) thod 6) c6 thé rit gon thanh ham mot bién f(x) := M(1,z). Cu thé,
M (z,y) nhan dugc tit f bdi cong thitc M (z,y) = xf(z " y). Chi ¥ ring ham f tuong ting v6i M 1a tiang
don diéu trén RT. Mdi quan hé nay hinh thanh nén mot tuong tng 1-1 gitta cac trung binh va ham ting
don diéu tren RT.

Trong vai thap ky gan day, xuat hién sy quan tam méi trong viéc phat trién cac ly thuyét vé trung
binh ctia cdc phan tit trong tap Hl' cAc ma tran nita xac dinh duong trong dai s6 M,,. Tt mot nghién ctiu
vé cac két ndi mach dien, Anderson va Duffin [3] gi6i thieu mot phép todn hai ngoi A : B, goi la phép
cong song song cho cip cdc ma tran nita xac dinh duong. Tiép theo d6, Anderson va Trapp [4] md rong
khai niém nay cho cac toan tit tuyén tinh duong trén mot khong gian Hilbert va chitng minh sy quan
trong ctia n6 trong ly thuyét toan tit. Bén canh do6, van dé tim trung binh nhan ma tran da ton tai kha
lau vi tich ctia hai ma tran nita xac dinh duong khong ludn 1a ma tran nita xac dinh duong. Nam 1975,
Pusz va Woronowicz [79] giai quyét vn dé nay va chitng minh ring AfB := AY2(A-Y/2BA-Y/2)1/241/2



- trung binh nhan ctia hai ma tran xac dinh duong A va B - 14 nghiém duy nhat ctia phuong trinh ma
tran Riccati
XA'X =B.

Nam 1980, Ando va Kubo [61] phat trién mot 1y thuyét vé cic trung binh toan ti tren HT. Mot phép
todn hai ngo6i o trén 16p cac toan tit duong, (A, B) — Ao B, dugdc goi la phép noi néu né théa man cac
diéu kién sau:

(i) Tinh don dieu: A < C va B < D thi AcB < CoD;
(i) Tinh chuyén déi: C*(AoB)C < (C*AC)o(C*BO);

(iii) Tinh lién tuc: A,, | A v By, | B thi A,,0B,, | AcB (A, | A c¢6 nghia rang day A, hoi tu manh
theo chuan dén A).

Mot trung binh o 1a mot phép ndi thod man diéu kien chuan hoa:

(iv) IoI = I (v6i I 1a phan tit don vi ctia M,).

Két qua chinh trong ly thuyét Kubo-Ando la chitng minh st ton tai ctia mot ding cau afin tit 16p cac
trung binh toan tit vao 16p cac ham don diéu toan t duong trén RT va dude miéu ta bdi cong thic

AoyB = AV2f(ATY2BATY2) A2,

Cong thiic nay lan nita xac dinh trung binh nhan theo Pusz vd Woronowicz dugc dinh nghia mot cach
tu nhién tuong tng v6i ham don diéu toan ti f(t) = t1/2. Mot trung binh o duge goi 1a déi zing néu
AcB = BoA v6i moi ma tran duong A va B. Hoiic tuong duong, ham biéu dién f cia mot trung binh
déi xing thod f(t) =tf(t™1), t € (0,00).

Sau d6, Morozoca va Chentsov[69] nghién citu céc tich trong don diéu theo cac d&nh xa ngau nhién trén
khong gian cac ma tran va cac metric don di¢u trong 1y thuyét lugng tit. Nam 1996, Petz[78] chiing minh
rang c6 mot sy tuong ing gitta cadc metric don diéu va cic trung binh toan tit theo nghia Kubo-Ando, va
do d6, két ndi ba ly thuyét quan trong trong ly thuyét thong tin lugng tt v giai tich ma tran.

Luu ¥ rang, cling véi entropy lugng tit clia cac trang thai lugng ti, nhidu dai lugng luong t quan
trong khac duge dinh nghia véi trung binh toan ti, cic ham 1i toan ti va vét kinh dién.

Vi du 0.0.1. Cho hai ma tran trit mat A va B, entropy tuong doi lugng tii [20] cia A dbi véi B dugc
dinh nghia
S(A||B) = —Tr(A(log A — log B)).

Bien Chernoff lugng tit [10] trong ly thuyét kiém nghiém gia thiét dugc cho bdi biéu thitc sau: Cho
cac ma tran nia xac dinh duong A, B,

Q(A.B) = min {Tr(A°B')}.

Mot trong céc dai lugng quan trong trong 1y thuyét lugng ti 1a sw phan ky Renyi [20]: V6i a €
(0,1) U (1, 00),

1 Tr(A°B'~*)

Tr(A(log A —log B
Da(AllB) = S5 T8 — 0y = !

Dy = Tr(A)

Tat ca cac dai lugng dugc liet ke & trén 1a cac truong hop dic biét ctia f-phan ky lugng tit trong ly
thuyét lugng tt v6i f 1a ham 16i toan t1t [45]. Vi vay, Iy thuyét vé ham ma tran la phan quan trong trong
gidi tich ma tran ciing nhu ciia Iy thuyét thong tin lugng tit.

Bay gio cho o va 7 la céc trung binh toan tit tuy y (khong nhat thiét 1a trung binh theo nghia
Kubo-Ando [61]). Chiing t6i gidi thieu mot tiép can chung vé tinh 16i toan tit nhu sau.
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Mot ham 16i lién tuc khong am f xac dinh trén RT dude goi 14 o7-10i néu véi moi ma tran xac dinh
duong A va B,

f(AoB) < f(A)rf(B). (0.0.4)

Khi o va 7 1a cac trung binh cong, ham f thod bat ddng thitc trén 1a 16i toan ti. Khi o 1a trung binh
cong va 7 la trung binh nhan, ham f thod (0.0.4) dugc goi la log-loi. Cac ham nhu vay duge mo ta day
dt béi Hiai va Ando trong [11] nhu cédc ham toan t¢ don diéu gidm.

Trung binh luy thita ma tran clia cac ma tran nita xac dinh duong A va B lan dau tién dugc nghién

ctu bdi Bhagwat va Subramanian [15] nhu sau

M,(A, B,t) = (tA" + (1 —t)B")/? | for peR.

Trung binh luy thita ma tran M, (A, B,t) la trung binh Kubo-Ando khi va chi khi p = 1. Tuy nhién,
trung binh luy thita véi p > 1 c¢6 nhiéu ting dung quan trong trong vat 1y toan va trong ly thuyét cac
khong gian toan ti [21].

Trong luan an nay, chiing t6i stt dung (0.0.4) dé xac dinh mot s6 dang 16i toan tit méi véi trung binh
luy thita ma tran M,(A, B,t). Ching t0i nghién cttu cac tinh chat ctia cac ham nhu vay va ching minh
mot s6 bat ding thiic quen thudc cho ching. Ching toi ciing cung cap mot s6 cac diéu kién tuong duong
dé mot ham 13 16i toan ti theo nghia mdi nay.

Bay gis chiing ta xem xét cach gidi thich hinh hoc déi vdi cac trung binh vo huéng va trung binh ma
tran. Cho 0 < a < z < b. Ro rang rang trung binh cong (a + b)/2 1a nghiém duy nhat ctia bai toan t6i uu
(x —a)* + (z — b)*> — min.

Va véi moi trung binh vo huéng M trén RT thi
M(a,b) —a <b-—a.
Chiing ta goi tinh chat nay 1a tinh chdt diém gita.

Nam 2013, Audenaert nghién cttu tinh chit diém giita d6i v6i trung binh ma tran trong [9]. Gan day,
Dinh Trung Hoa, Dumitru Raluca and Franco Jose [49] tiép tuc nghién citu tinh chat nay déi véi trung
binh luy thita ma tran. Ho cung cap mot vai 10i gidi rieng cho phong doan clia Audenaert trong [9] va
phén vi du cho phéng doan véi p > 0.

Tu tinh chéat 3) trong dinh nghia vé trung binh vo huéng, ré rang rang

a+b—M(a,b)§ b;a.

(0.0.5)

a-+b

Mat khéc, M (a,b) ndm bén trong hinh cau c¢6 tam la trung binh cong v6i ban kinh bang mot

nita khodng cach gitta a va b. Chiing ta goi day 1a tinh chdt trong hinh cau clia cac trung binh vo huéng
vdi khodng cach Euclid trén R. Chu y réng véi s € [0,1] va p > 0, trung binh nhan c6 trong s 1a M (a,b) =
a'~5b® va trung binh luy thita (hay trung binh nhi thitc) trong s 1a M,(a, b, s) = ((1 — s)aP + sbP)'/? thoa
mén tinh chéat (0.0.5).

Bay gio, cho A va B la cac ma tran xac dinh duong. Ham khoang cédch Riemann trén tap cac ma tran
xéc dinh duong dugce dinh nghia:

1/2
5r(A, B) = (Z log2<Ai<A—lB>>> .

Nam 2005, Moakher [67] chiing minh ring trung binh nhan AfB la cyc tiéu duy nhét ctia tdng cac
binh phuong ctia khoang céch:

6%(X, A) 4+ 6%(X,B) — min, X >0.
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Gan nhu dong thoi, Bhatia va Holbrook [18] da chiing minh rang dudng cong
v(s) = At B := AY2(ATV2BATY2) A2 (s €0,1])
la dudng tric dia (ngén nhat) duy nhat néi A va B. Hon nita, trung binh nhan AfB la diém gitta cla
duong trac dia nay. Do d6, bic tranh vé trung binh ma tran khac véi biic tranh vé trung binh vo huéng.

Chi ¥ ring, mot trong cac phién ban ma tran tong quat vé tinh chat trong hinh cau la bat dang thiic
ndi tiéng Powers-Stgmer dudc chiing minh béi Audenaert va cdc dong nghiép [10], va sau d6 Ogata [74]
md rong ra cho dai s6 todn ti: v6i moi ma tran nita xac dinh duong va moi s € [0, 1],

Tr(A+ B —|A— B|) < 2Tr(A*B'™9). (0.0.6)

St dung bat ding thitc trén, cac tac gid trong [23] giadi mot bai todn trong 1y thuyét kiém dinh gia
thiét: xac dinh sy khai quat hoa lugng tit ctia bien Chernoff. Dai lugng beén tréi cia (0.0.6) dudc goi 1a
bien Chernoff lugng ti phi logarit. Cuing v6i tam quan trong dugce dé cap & trén clia trung binh ma tran,
bat déng thiic Powers-Stgmer lan nita ching té ring btc tranh vé trung binh ma tran that su tha vi va
phiic tap.

Muc dich thit hai ctia luan an nay 1a nghién citu cAc phién ban ma tran khac nhau ciia tinh chét trong
hinh cau (0.0.5). Chinh xac hon, chiing t6i nghién cttu cac bat ding thiic lién quan dén ma tran, trung
binh ma tran, vét, chuan, v cidc haim ma tran. Ching toi ciing xem xét tinh chat trong hinh cau cho
trung binh ma tran déi v6i ham khodng cach trén da tap cdc ma tran nita xac dinh duong.

Muc dich cta luan an

1. Nghién citu mot s6 dang méi cdc ham 10i toan tit ddi v6i cac trung binh ma tran, cac tinh chat cta
chiing va chiing minh mot sé bat dang thic ndi tiéng cho ching.

2. Mo ta cac dang mdi ciia cac ham 16i toan tit bang cac bat dang thiic ma tran.

3. Nghién citu cac bat déng thitc trung binh cong-nhan lién quan dén céc trung binh ma tran tong
quat.

4. Nghién cttu cac bat dang thiic ngude cho trung binh Heinz ma tran va cac chuan bat bién unita.

5. Nghién citu céc tinh chat trong hinh cau cho cac trung binh ma tran déi véi cac chuan bat bién
unita.

Phuong phap luan

Cong cu chinh trong nghién ctu clia ching toi 1a dinh 1y pho ddi véi cac ma tran Hermite. St dung
cac k¥ thuat trong ly thuyét cac trung binh ma tran theo nghia Kubo-Ando dé dinh nghia cac dang méi
ctia tinh 16i toan t. Vai kj thuat co ban trong 1y thuyét cac ham don diéu toan tit va ham 16i toan ti
ciing dudc st dung trong luan an. Ching to6i ciing diing céc kién thitc co ban trong Iy thuyét ma tran lién
quan dén chuan bat bién unita, vét, v.v...

Cac két qua chinh ctia luan 4n dugdc trinh bay trong cic semina tai khoa Toan, truong Dai hoc Quy
Nhon va & cac hoi thao sau:
1. Hoi nghi Toan hoc Mién Trung-Tay Nguyén lan thi hai, Dai hoc Da Lat, 11-2017.

2. Hoi nghi qudc té 1an thit 6 vé giai tich ma tran va cac tng dung (ICMAA 2017), Dai hoc Duy Tan,
6-2017.

3. Hoi nghi Dai s6 - Hinh hoc - To po (DAHITO). Cao dang Su pham Dac Lic, 11-2016.
4. Hoi thao quoc té vé Ly thuyét thong tin lugng ti vA mot sd van deé lien quan, VIASM, 9-2015.
5. Hoi nghi Toan hoc Mién Trung - Tay Nguyén, Dai hoc Quy Nhon, 8-2015.

6. Hoi nghi Dai s6 - Hinh hoc - To po (DAHITO), Ha Long, 12-2014.



7. Hoi thao qubc té vé Ly thuyét thong tin lugng tit va mot s6 van dé lien quan, Dai hoc Ritsumeikan,
Nhat Ban, 9-2014.

No6i dung chinh ciia Luan an.

Trong Lai gi6i thiéu, ching t6i cung cap cac kién thitc nén vé cac van dé duge xem xét trong luan an.
Y nghia vd dong luc clia viec nghien ciu ciing duge giai thich. Ching toi trinh bay noi dung ngin gon
ctia luan an vdéi cac két qua chinh & hai chuong cudi.

Trong chuong 1, chiing t6i trinh bay mot s6 kién thiic co ban duge st dung trong luan an.

Trong chuong 2, ching t6i dinh nghia va nghién citu cac dang méi vé ham 16i toan tit, cac tinh chat
ctia chiing, chitng minh mot s6 bat dang thiic phd bién déi véi chiing va dat duge mot loat cadc mo ta.

Trong chuong 3, chiing t6i nghién cttu tinh chat trong hinh cau cho trung binh ma tran. Ching toi
ciing ching minh mot s6 bat ding thic nguge cho trung binh Heinz ma tran va cung cap mot mo ta méi
vé trung binh cong ma tran.



Chuong 1

Mot sbé kién thitc co ban

Cho N la tap tat ca cac s6 tir nhién. Véi méi n € N, ky hieu M, 14 dai s6 cac ma tran phitc cap n x n.
Ky hiéu I va O tuong tng la ma tran don vi va ma tran khong ctia M,. Trong ludn an nay, ching toi
xem xét cac bai toan ddi véi cac ma tran phiic vuong, hay néi cach khac 1a cac toan tit trong khong gian
Hilbert hitu han chiéu. Ching toi sé nhic cu thé trong trusng hgp vo han chiéu.

Nhic lai rdng, v6i hai vec to z = (z;),y = (y;) € C", tich trong (z,y) cia x vad y dugc dinh nghia
(x,y) = Zj z;y;. Voi A la ma tran trong M, chuyén vi lién hop hay phu hgp A* ciia A 1a lien hgp phiic
ctia chuyén vi AT, Khi d6, (Ax,y) = (x, A*y).

Mot ma tran A duge goi la:

tw lién hop hay Hermite néu A = A*, hodc duge xac dinh (Az,y) = (z, Ay);
unita néu AA* = A*A =1
nita zdc dinh duong (ky hieu A > 0) néu

(x,Az) >0 v6imoi xe€C™ (1.1)

~ xdc dinh duong (ky hieu A > 0) néu (1.1) 14 ngdt véi moi vec to khéc khong z € C™;
— phép chiéu truc giao néu A = A* = A2,

Luu ¥ rang trong truong hgp hitu han chiéu, A > 0 khi va chi khi A kha nghich vA& A > 0. Mot ma
tran nita xac dinh duong la ma tran Hermite. Hon nita, ching t6i biéu thi H,, 1a tap cic ma tran vuong
Hermite cap n, H;} va P, tuong ting 1a tap cac ma tran nita xac dinh duong va xac dinh duong.

Nhéc lai rdng v6i moi ma tran A, ma tran A*A 1a nita xac dinh duong. Module |A| clia A duge dinh
nghia béi |A| := (A*A)'/2.

Thi ty riéng (tht tw Loewner) trén tap H, cac ma tran Hermite duge dinh nghia
A>B néu A—B>0.
Mot ma tran nita xac dinh duong A cé vét bang 1 dude goi 1a ma tran tru madt, lien két véi mot trang

thai lugng ti trong ciing hé lugng tit. Theo nghia nay, cac phép chiéu tric giao c¢6 hang bang 1 trong M,
goi 1a trang thdi thuan. Cac ma tran nita xac dinh duong goi 1a trang thdi hon hop.

Chudn todn ti ctia ma tran/toan tit A duge dinh nghia
|All = sup{[| Az : = € H, ||z|| < 1}, ]| = (z, )'/2.

Mot toan tit A goi 1a mot phép co néu ||A|l < 1.

Mot trong nhing thong tin quan trong vé toan tit/ma tran 1a pho ciia chiing. Pho o(A) clia mot toan
tit tuyén tinh A trong khong gian Hilbert 1& cac gid tri A € C sao cho A — Al khong kha nghich. Do dé,
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trong truong hgp hitu han chiéu, pho o(A) ctia A 1a tap cac gi tri rieng ctia A, hay néi cach khac la céc gia

tri A sao cho Ax = Az. Céac gia tri riéng s;(A) cia module |A| duge goi & gid tri ky di (cing goi la gia tri

s) cia A. V6i A € M, ky hieu s(A) = (s1(A), s2(A), ..., sn(A)) c6 nghia la s1(A) > s2(A) > ... > sp(A).
Bay gio ching t6i nhic lai mot s6 chuan quan trong dude nhic dén trong luan an.

Chudan Ky Fan k
k

1Alls = si(A).

=1

Chudn Schatten p
n 1/p
1Allp = (Z Sf(A)> :
i=1

V6i p = 2, Chudn Frobenius hay con goi 1a chuan Hilbert-Schmidt

. 1/2
14112 = (TrlAP)? = [ 32 53(4)
j=1
Dinh nghia 1.0.1. Chuén ||| - ||| trén M, goi & bat bién unita néu v6i moi ma tran A € M, va cac ma

tran unita U,V € M,
UAVI[| = [I|Al]]-



Chuong 2

Cac dang méi ctia ham 16i toan ti va cac bat dang thic

lién quan

La khai niém co ban nhat trong giai tich 16i va Iy thuyét tdi wu, tinh 16i cia cac ham dude nghién ciu
manh trong nhiéu noi dung khac nhau ciia toan hoc thuan tuy va toan hoc ting dung. Muc dich chinh ctia
chuong nay la xac dinh cac dang mdi ctia ham 16i toan ti dya theo 1y thuyét ctia Kubo-Ando vé trung
binh hai ma tran, tham chi cia mot s6 ma tran [77]. Chinh xac hon, ching t6i st dung ho cac trung
binh luy thita ma tran dé xac dinh cdc dang méi ctia ham 16i toan tit goi 14 ham (r, s)-107 toan tit vA ham
(p, h)-107 toan tit. Nghién citu cac tinh chat clia chiing, chiing t6i da chiing minh mot s6 bat dang thiic
pho bién cho chiing. Chiing t6i ciing cung cap cic mo ta tuong tu cho ham (r, s)-16i toan tit va (p, h)-16i
toan ti.

Céc két qua ctia chuong nay dugc trich tit cong trinh [51] va [48].

2.1 Céac ham (p, h)-16i toan ti

Trong chuong nay chiing t6i dinh nghia mot kiéu méi ctia ham 16i toan ti goi 1a (p, h)-16i toan tit. Cac
két qua chinh ctia chuong nay duya theo cong trinh [51].

Nhéc lai rdng cho p 1a mot s6 duong tuy ¥, J la tap con ctia RT chita doan [0, 1], va K (C R1) 1a mot
tap con p-1di ciia RT (tiic 1a [aa? + (1 — a)y?]? € K v6i moi z,y € K va o € [0, 1]).

Chiing t6i dinh nghia mot 16p méi cadc ham (p, h)-16i todn ti nhu sau.
Dinh nghia 2.1.1. Cho h : J — RT la mot ham nhan tinh trén khac khong. Mot ham khong am
f: K — R dugce goi la (p,h)-10i todn ti (hay thuoc 16p opgx(p, h, K)) néu véi moi A, B € M véi
o(A),o(B) C K, va v6i moi a € (0,1),
f (047 + (1= @)BP1"7) < h(a)f(4) + h(1 — o) f(B).
Khi p = 1, h(a) = a, chiing to6i nhan dugce dinh nghia thong thuong ciia cAc ham 16i toan tit trén R™.

Cha y 2.1.1. Mot ham (p, h)-1oi todn ti c6 thé la don diéu todn ti hodc 10i todn tii. Tuy nhién, cé nhiéu
ham (p, h)-10i todn tii khong la ham don diéu todn t ma cing khong la ham 1oi todn ti.

2.1.1 Mot s6 tinh chat ctia ham (p, h)-16i toan ti

Trong phan nay, ching toi chiing minh mot s6 tinh chat clia cac ham (p, h)-16i toan ti.

Dinh 1y 2.1.1. Cho opgx(p, h, K) la I6p cic ham (p, h)-loi todn ti. Khi do,

(i) Néu f,g € opgx(p,h, K) va X >0, thi f + g, \f € opgz(p, h, K);



(ii) Cho hy va hy la cdc ham nhan tinh trén, khong am, khdc khong xdc dinh trén khodng J vdi he < h;
tren (07 1) Néu f € Opgm(p, h?v K): tha f € Opgm(p, hlv K):

(iii) Cho f € opgxz(pe,h, K) sao cho f la ham don di¢u todn ti tréen K. Néu 1 < p; < po, thi f €
opgz(p1, h, K).
Dinh 1y 2.1.2. Cho K la mot khodng trong R™ sao cho 0 € K.
(i) Néu f € opgx(p,h, K) sao cho f(0) =0, thi
7 (lad? + BBY'/P) < h(a) f(A) + R(B)(B) (2.1.6)
ding vdi cdc ma tran zdc dinh duong tug y A, B ¢6 phé thudc K va moi o, 3> 0 sao cho a4+ < 1;
(ii) Cho h la mot ham khong am sao cho h(a) < 1/2 vdi a € (0,1/2). Néu f la mot ham khong am thod

(2.1.6) vdi moi ma tran A, B ¢6 phé trong K va vdi moi o, B > 0 thod a + 3 < 1, thi f(0) = 0.

Hé qua 2.1.1. Cho s > 0, dat hy(z) = 2° (x > 0), va 0 € K C RT. Vdi moi f € opgx(p, hs, K), bt dang
thite (2.1.6) ding véi moi o, B > 0 thod o+ 5 < 1 khi va chi khi f(0) = 0.

2.1.2 Bét dang thitc dang Jensen va cic ing dung

Nhéc lai, bat ding thic Jensen c6 trong s6 cho mot ham f lién tuc, 16i trén mot khoang K thoa

n

f (Z )\zxz) < Z)\zf(xz), Vl’i € K, )\i c (0, 1),2/\1' =1

i=1
Dinh 1y 2.1.3. Cho h la mot ham nhan tinh trén, khong am xdc dinh trén J va f € opgx(p, h, K). Khi
dé vdi moi k ma tran ty lién hop A; c6 pho trong K va vdi moi o;(i = 1,2,..., k) thod Zle o; =1,

k
> o
=1

1/p

k
f <) hfai) f(A). (2.1.8)
=1

Cho E 1a mot tap khac rdng, gom hitu han cac ma tran ty lien hop A; (i € E) va Wg = Y e Wi, w; >
0. Xac dinh mot ham tap chi s6 F nhu sau:

1/p

=) h(wi) (A, (2.1.9)

f@zW@fLéZwﬁ
el

ieE

Dinh 1y 2.1.4. Cho h : RT — R* la ham nhan tinh trén, f : K — RT la ham (p, h)-loi todn tid. Véi M
va E la cdc tap khdc rong, gom hitu han cdc s6 nguyén duong sao cho M N E = (. Khi dé

F(M UE) < F(M) + F(E).

vdi moi w; >0 (i € M UE), va cic ma tran tu lién hop duong A; (i € M UE) ¢6 phé thuoc K.

2.1.3 M5 ta cac ham (p, h)-16i toan tit

Chiing t6i chitng minh mot bat déng thitc dang Hansen-Pedersen cho cdc ham (p, h)-18i toan tit.

Dinh 1y 2.1.5. Cho h: J — R™ la mot ham nhan tinh trén, f: K — R la ham (p, h)-10i todn tid. Khi
do, vdi moi ma tran tu lien hop A, B ¢6 pho trong K va moi ma tran C, D sao cho CC* + DD* = I,,,

f ([CAPC* + DBPD*]l/p) < 2h(1/2) (CF(A)C* + Df(B)D*).
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Tikhonov [81] da chi ra mot mo6 t4 mdi cho cdc ham 16i todn tit bing cAch thay ddi vai tro céc s6 va
céc ma tran trong bat dang thic Jensen. Trong dinh 1y sau, ching to6i dat dugc mot vai diéu kien tuong
duong dé mot ham 1a (p, h)-16i toan tit. Chitng minh ctia dinh ly tuong tut nhu trong chitng minh ciia [44]
va [81].

Dinh 1y 2.1.6. Cho f la mot ham khong am trén K sao cho f(0) =0, va h la mot ham nhan tinh trén,
khdc khong, khong am trén J thod 2h(1/2) < a~'h(a) (a € (0,1)). Cdc khdng dinh sau twong duong:

(i) f la ham (p,h)-10i todan ti;
(i3) V&i moi ma tran co (||V|| < 1) va ma tran tu lién hop A c6 pho trong K,
f ([V*APV]W) < 2h(1/2)V* F(A)V;
(iii) Véi moi phép chiéu truc giao Q va ma tran tu lien hop A vdi o(A) C K,
7 (1Q47Q17) < 2h(1/2)Qf(A)Q;

(iv) Véi moi s6 tu nhién k, va ho cdc todn ti duong {A;}F_, trong khong gian Hilbert hitu han chiéu H
thod Y% a; Ay = Iy (todn tik don vi trong H),

k 1/p
f [Z izt A;
i=1

k
< Zh(az)f(.m)Al, Vo, € K.
=1

Chua y 2.1.3. 0 day chiing toi chi ra mot vi du vé ham h khdc ham dong nhdt va thod cdc diéu kién trong
Dinh Iy 2.1.8. Dé dang kiém tra ring ham h(x) = 23 — 2% + z va Yo,y € [0,1] thi

h(zy) — h(z)h(y) = zy(z +y)(1 —2)(1 —y) > 0.
Do dé, h la ham nhan tinh trén trén [0,1]. Cung lic dé, ham h(z)/z = x> —x + 1 dat cyc tiéu tai
x=1/2, va do dé 2h(1/2) < h(z)/x vdi moi x € (0,1).

Trong hé qué sau chung toi dat duge mot moi lien hé gitta cac ham (p, h)-16i toan tit va ham don digu
toan tit tren RT.

Heé qua 2.1.2. Cho f la ham (1,h)-16i todn ti tréen RT sao cho f(0) = 0. Khi dé vdi moi ma trin zdc
dinh duong A < B,
A7LF(A) < 20(1/2)BL(B),

Néu 2h(1/2) <1, ham t=1f(t) don dieu todn ti tren (0,00), va do dé ham f(t) la loi todn ti.

2.2 Ham (r,s)-16i toan tit

Cho r,s 1a cac s6 thyc duong. Dat X = (Ay, A2) véi 0(A1),0(A2) C K and wy,ws > 0. Dat W =
w1 + wp > 0. Trung binh luy thita r clia hai ma tran, ky hieu M1(X, W), dugc dinh nghia béi

2 1/""
MU(xX, W) = (&/Zwﬁlf) .
=1

Dinh nghia 2.2.1. Cho K 1a mot tap con 7-16i cia RT. Mot ham lién tuc f : K — (0,00) dugc goi 1a
(r,8)-10i todn ti néu

FMU (X, W) < MEI(f(X), W) (2.1.16)
voi moi X = (Aq, Az) vi W = wy + wy V6i wi,ws € [0,1]. Néu bat ding thic (2.2.16) ddo nguge, f 1a
(r,s)-lom toan ti.

Ngudi doc ¢6 thé chii ¥ ¢6 sy tuong ti trong ky higu nay véi ham (p, h)-16i toan tit. Tuy nhién, nham
1an nay khong dang c6, vi ham A 13 ham nhan tinh trén nén khac ham hing, trong khi r 1a s6 thyc duong.
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2.2.1 B4t dang thic dang Jensen va dang Rado

Cho X = (Ay, ..., A;,) gdm cac ma tran Hermit, c6 pho trong K va W = (wq, ..., wn,) 1a cac s6 khong
am. Ky hieu W, = w1 + ... + wy, > 0. Trung binh luy thia ctia ma tran M), (X, W) duge dinh nghia

m 1/r
MUI(x, W) = (W}' Zwﬁlf) .
™ oi=1

Trong dinh 1y sau, chiing t6i chitng minh bat dang thitc dang Jensen cho cac ham (7, s)-16i toan tit.

Dinh ly 2.2.1. Cho r,s la cdc s6 duong, va m la s6 ty nhién. Néu f la ham (r,s)-10i todn ti, khi dé vdi
X =(A1,-,Ap) va W = (w1, ,wn) thi

FOMEN X, W) < MEL(f(X), W). (2.1.18)
Néu f la (r,s)-lom todn ti thi bat ddang thic (2.2.18) ddo ngugc.

Tiép theo, chiing t6i chitng minh bat dang thitc dang Rado cho cac ham (7, s)-16i toan tit.

Dinh 1y 2.2.2 Cho r va s la cdc s6 duong va f la ham lien tuc tréen K. Chom € N, X = (Aq,---, Ap)
va W = (w1, ,wm), biéu dién

am = W (MEL[£CO, W) = f (ME1X, W)
Khi dé cdc khdang dinh sau tuong duong
(i) Néu f la ham (r,s)-loi todn ti thi {am,}5o_, la day don diéu tang.
(ii) Néu f la ham (r,s)-l6m toan ti thy {am,}>°_, la day don diéu gidm.
2.2.2 Mot sb diéu kién tuong duong cho tinh (r, s)-16i toan ti

Dinh 1y 2.2.3. Cho f : K — R* la ham (r, s)-loi todn ti. Khi dé vdi moi ma tran zdc dinh duong A, B
¢6 phé trong K va moi ma tran C, D théa CC* + DD* =1,

F((CA™C* + DB"D*)") < (Cf(A)*C* + Df(B)*D*)Y/*. (2.2.20)

Dinh 1y 2.2.4. Cho f la ham khong am trén K théa f(0) = 0. Khi dé cdc khang dinh sau twong duong:

(i) f la ham (r,s)-10i todan ti;

(i3) V&i moi phép co V (||V]| < 1) va moi ma tran nita xdc dinh duong A cé pho thujc K,
((V*Arv)l/r) < (V*f(A)sV)l/s,

(iii) Véi moi phép chiéu truc giao Q va ma tran mia zdc dinh duong A cé phé o(A) thuoc K,
F(QAQY) < (@f(4rQ)";

(iv) Véi moi s6 tu nhién k va moi ho todn ti duong {Ai}le trong khong gian Hilbert hitu han chiéu H
sao cho Zle a;A; = Iy (toan ti don vi trong H) va cdc s6 tuy §j x; € K,

k 1/r k 1/s
f [Z oy A < (Z aif(xi)sAz') :
im1 i=1
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Chuong 3

Bat dang thiic ma tran va tinh chat trong hinh cau

Trong phan dau clia chuong nay, ching téi xét bat déng thic Cauchy ngude téng quat cho hai ma
tran xac dinh duwong A va B va chiing minh ring cac bat ding thitc Cauchy nguge tong quat ding véi
diéu kien AB + BA > 0. Hon nita, chiing toi ciing chitng minh ring bat déng thitc Cauchy ngugc va bat
ding thitc Powers-Stgrmer tong quat ding déi véi chuan bat bién unita véi cting diéu kien AB+ BA > 0.
Trong phan thit hai ctia chuong, ching toi chitng minh cac bat ding thiic nguge ctia trung binh Heinz
cho ma tran déi véi chuan bat bién unita. Va phan cudi ciing ctia chuong la tinh chat trong hinh cau cho
trung binh ma tran.

Chuong nay dugce viét dya vao cac két qua trong cong trinh [50] va [52].

3.1 BAat dang thic trung binh céng - nhan ngudc tong quat

Dinh ly 3.1.1. Cho f la ham don diéu todn ti duong ngat, xdc dinh trén [0,00) vdi f((0,00)) C (0, 00)
va f(1) = 1. Khi d6é vdi moi ma tran nia xdc dinh duong A va B théa AB + BA > 0 thi,

A+ B—|A- B|<2A0;B.

3.2 Cac bat dang thic ngudc cho trung binh ma tran Heinz
Trong [47, Theorem 2.1] tac gid da ching minh ring, v6i moi trung binh toén tit o va cdc ma tran
xéc dinh duong A, B thi,

A+ B
2

— AoB < %Alﬂ\[ — ATV2BATY2| AV, (3.2.9)

Muc dich ctia phan nay la trinh bay cac bat dang thitc nguge tong quat c6 dang (3.2.9) ddi v6i chuan
bat bién unita. Chiing toi dat duge mot bat ding thitc nguge méi cho trung binh Heinz.

3.2.1 B4t dang thidc trung binh cong - Heinz - nhan d6i v4i chuan bt bién unita

Nhic lai ring mot chuan ||| - ||| trong M, goi 14 bat bién unita néu |||UAV||| = |||A]|| véi moi ma tran
unita U,V va moi ma tran A € M,,.
Dinh 1y 3.2.1. Vdi ||| - ||| la chudn bat bién unita trén M, f la mot ham don diéu todn ti trén [0, 00)
thoa f((0,00)) C (0,00) wa f(0) =0. g la mot ham xdc dinh trén [0,00) sao cho g(t) = % (t € (0,00))
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thoa g(0) = 0. Khi do vdi moi A, B € Py,

‘HA+B

L2 = ] < oo

< ||| 9]

Hé qua 3.2.1. Cho A,B € P,, va s € [0,1]. Khi do,

H)A—i—B

_ }A1/2|I_A—1/2BA—1/2’A1/2‘H < H‘Al/QBqu"
2 2 -

Heé qua 3.2.2. Cho A, B € H va s € [0,1]. Khi do,

==

. _%Al/Qu_Afl/ZBAfl/Z‘Al/ZH) < %H‘AsBlfs_i_AlfsBs

Hé qua 3.2.3. Vdi moi ma tran Hermite nia zdc dinh duong A, B théa AB + BA >0 va s € [0, 1] thi,
1A+ B —|A - B||| < 2/[[A"*B'?]
v A+ B —[A - Bll|| <2[[|[A*B'* + A"*B°|||.

3.2.2 Bét dang thiic ngugc cho trung binh ma tran Heinz d6i v6i chuan Hilbert-
Schmidt

R6 rang véi moi s6 duong a va b,
(a+b)2 — [a2 — B2 < (a*b'* + al~b")2. (3.2.19)

Trong phan nay, ching t6i dat dugc mot vai bat dang thic ngudce cho trung binh ma tran Heinz déi
v6i chuan Hilbert-Schmidt.

Dinh 1y 3.2.2. Vdi moi ma tran Hermite niia zdc dinh duong A, B € H} va ma tran X € M,

|AX + X B3 - ||AX — XB||3 < ||A*XB'* + A" X B||3.

3.3 Tinh chat trong hinh cau cho cac trung binh toan ti¥

Trong phan nay ching toi nghién citu tinh chat trong hinh cau cho cac toan tit. Trong dinh 1y tiép
theo, chiing toi cung cAp mot mo t4 méi clia trung binh cong ma tran bdi bat dang thite (3.1.6).
Dinh 1y 3.3.1. Cho o la mot trung binh doi zing tuy y. Néu vdi moi chuan bat bién unita ||| - ||| trén M,
va

H’A—i—B

1
—AB‘H<7 A—B
B aoB|| < S4B

vdi A, B € Py, thi khi dé o la trung binh cong.

Trong phan con lai clia luan 4n, chiing t6i sé chitng minh ring néu chiing ta thay thé cac trung binh
theo nghia Kubo-Ando béi trung binh luy thita M, (A, B,t) = (tAP + (1 — t)BP)Y/P v6i p € [1,2] thi bat
diéng thic trong dinh 1y 3.3.1 ding ma khong can diéu kien AB + BA > 0. Mit khac, trung binh luy
thita ma tran M,(A, B,t) thoad méan tinh chat trong hinh cau déi véi chuan Hilbert Schmidt.
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DPinh 1y 3.3.2. Cho p € [1,2] va My(A, B,t) = (tAP + (1 — t)BP)Y/P. Khi dé vdi moi ma tran nia wdc
dinh duong A va B,

mA—%B

1
M A,B,tm <7H’A— m 2.
= = M4, B.o)|| < 5|4~ B, (3.2.26)
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Két luan

Cac két qua chinh cua luan an

10.

. Dua ra dinh nghia cho céc 16p ham (p, h)-16i todn tit va dat duge mot s6 tinh chat ciia 16p ham 16i

toan tit nay. Day 1a mot 16p ham 16i toan ti méi, tong quat hoa cho nhiéu 16p ham 16i toan tit da
biét.

Dua ra mot bat déng thitc kiéu Jensen cho cac ham (p, h)-15i toan tit, tdng quat hoa cho nhiéu dang
bat ding thiic kiéu Jensen cho cac 16p ham 15i toan tit da biét.

Dua ra mot bat ding thiic kiéu Hansen-Pedersen cho céc 16p ham (p, h)-16i toan tit, chiing minh
mot bat dang thitc cho ham tap chi sé d6i véi 16p ham nay.

. Dua ra dinh nghia cho 16p ham (r, s)-16i toan t1t va dat dugec mot s6 tinh chat cho ching. Day ciing

13 mot 16p ham 16i toan tit méi, tong quat hod cho céc 16p ham r-16i da biét.
Dua ra bat dang thitc kiéu Jensen va kiéu Rado cho cic 16p ham (r, s)-15i todn tit.
Dua ra mot vai didu kién tuong duwong dé mot ham 1a (p, h)-16i toan tit hodc (7, s)-16i toan tit.

Dua ra va chting minh dude mot bat déing thiic trung binh cong-nhan nguge téng quat doi véi trung
binh theo Kubo-Ando.

Dua ra mot vai bat dang thic chuan nguge doi véi trung binh Heinz ma tran.

Dat dugc mot mo td mdi clia trung binh cong ma tran béi mot bat dang thitc ma tran déi véi chuan
bat bién unita.

Dua ra tinh chat trong hinh cau cho cac trung binh ma tran doéi véi chuan bat bién unita va chuan
Hilbert-Schmidt. Dong thdoi, ching t6i ciing chitng minh dugc trung binh luj thita ma tran thoa
tinh chat trong hinh cau déi véi chuan Hilbert-Schmidt.
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Huéng nghién ciu trong tuong lai

Trong tuong lai gan, chiing toi sé tiép tuc nghién cttu cac van de sau

1. Ching toi tiép tuc mo ta mot s6 16p mdi ciia tinh 16i toan ti déi v6i mot s6 trung binh ma tran
phd bién.

2. Cho p,q la cac s6 thuc duong, h 13 ham thyc, khong am, nhan tinh trén. Ching to6i xem xét mot
dinh nghia téng quat nhu sau: Mot ham f dude goi (p, h, ¢)-16i toan tit néu

f([0A? + (1 = ) B < [h(a) F(A) + h(1 — @) f(B)] /7.

Néu g = 1 thi f 1a (p, h,1)-156i toan t& hay néi gon la (p, h)-10i toan tit. Néu h = id 1a ham dong
nhat thi f 1a (p,id, q)-16i toan tit, hay goi tat 1a (r, s)-16i toan tit. Ching t6i du dinh tiép tuc nghién
ctitu 16p ham 151 toan ti tong quat nay dbi véi mot vai trudng hop khéc.

3. Tinh chat trong hinh cau clia trung binh ma tran. Chtng t6i tin rang trung binh luj thita ma tran
thod méan tinh chat trong hinh cau ddi v6i chuan p-Schatten va v6i chuan bat bién unita.

4. Chiing to6i xac dinh cac 16p méi clia entropy lugng tit lien hé vé6i cac 16p mdi clia cAc ham 16i todn
tt. Diéu d6 c6 thé c6 ¥ nghia trong viéc nghién citu cac tinh chat clia chiing va cac tng dung trong
Iy thuyét thong tin lugng ti.
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